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            CAPÍTULO 1 - QUESTÕES 1 A 12 01 – Calcular a soma dos “n” primeiros inteiros positivos. SOLUÇÃO:- Vamos escrever a soma dos n primeiros números inteiros positivos em ordem crescente e a mesma soma em ordem decrescente, temos S = 1 + 2 + ......... + n – 3 + n – 2 + n – 1 + n S = n + n – 1 + ........ + 4 + 3 + 2 + 1 Somando as duas igualdades: 2S = (n + 1) + (n + 1) + ........ + (n + 1) + (n + 1) + (n + 1) + (n + 1) Observe que serão n parcelas iguais a (n + 1). Portanto, 2S = n(n + 1)  S = n(n + 1)/2. Resposta: S = n(n + 1)/2. 02 – Calcular o inteiro positivo n, sabendo que 3 n+2 . 2 n+3 = 2592. SOLUÇÃO:- Decompondo 2592, obtém-se 3 4 .2 5 . Portanto, n + 2 = 4  n = 2, ou 5 = n + 3  n = 2. Pois a forma de decomposição em fatores primos é única. Resposta: n = 2. 03 – Calcule o inteiro positivo n, sabendo-se que: 3 n + 3 n+1 + 3 n+2 + 3 n+3 = 1080. SOLUÇÃO:- Observando a soma, verifica-se ser uma soma de potências sucessivas de 3. Temos que: 3 1 = 3, 3 2 = 9, 3 3 = 27, 3 4 = 81, 3 5 = 243, 3 6 = 729 e 3 7 = 2187. Como pode ser notado, n + 3 < 7  n < 4. Portanto, n só poderá ser igual a 1, ou 2 ou 3. Para n = 1, a soma é 3 + 9 + 27 + 81 < 1080. Para n = 2 , a soma é 9 + 27 + 81 + 243 < 1080. Para n = 3, a soma é 27 + 81 + 243 + 729 = 1080. Portanto, n = 3. Resposta: n = 3. 04 – Achar os valores de n < 7 para os quais n! + 1 é um quadrado perfeito. Solução: N = 7  7! + 1 = 5040 + 1 = 5041 é o quadrado de 71. N = 6  6! + 1 = 720 + 1 = 721 não é quadrado. N = 5  5! + 1 = 120 + 1 = 121 é o quadrado de 11. N = 4  4! + 1 = 24 + 1 = 25 é o quadrado de 5. N = 3  3! + 1 = 6 + 1 = 7 não é quadrado perfeito N = 2  2! + 1 = 2 + 1 = 3 não é quadrado perfeito N = 1  1! + 1 = 1 + 1 = 2 não é quadrado perfeito N = 0  0! + 1 = 0 + 1 = 1 é o quadrado de 1. Resposta: 7, 6, 5, 4, e 0. 
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CAPÍTULO 1 - QUESTÕES 1 A 12
 01 – Calcular a soma dos “n” primeiros inteiros positivos.
 SOLUÇÃO:- Vamos escrever a soma dos n primeiros números inteiros positivos em ordem crescente e a mesma soma em ordem decrescente, temos
 S = 1 + 2 + ......... + n – 3 + n – 2 + n – 1 + n S = n + n – 1 + ........ + 4 + 3 + 2 + 1
 Somando as duas igualdades: 2S = (n + 1) + (n + 1) + ........ + (n + 1) + (n + 1) + (n + 1) + (n + 1)
 Observe que serão n parcelas iguais a (n + 1). Portanto, 2S = n(n + 1) S = n(n + 1)/2.
 Resposta: S = n(n + 1)/2.
 02 – Calcular o inteiro positivo n, sabendo que 3n+2 . 2n+3 = 2592.
 SOLUÇÃO:- Decompondo 2592, obtém-se 34.25. Portanto, n + 2 = 4 n = 2, ou
 5 = n + 3 n = 2. Pois a forma de decomposição em fatores primos é única.
 Resposta: n = 2.
 03 – Calcule o inteiro positivo n, sabendo-se que: 3n + 3n+1 + 3n+2 + 3n+3 = 1080.
 SOLUÇÃO:- Observando a soma, verifica-se ser uma soma de potências sucessivas
 de 3. Temos que: 31 = 3, 32 = 9, 33= 27, 34 = 81, 35 = 243, 36 = 729 e 37 = 2187.
 Como pode ser notado, n + 3 < 7 n < 4. Portanto, n só poderá ser igual a 1, ou
 2 ou 3. Para n = 1, a soma é 3 + 9 + 27 + 81 < 1080. Para n = 2 , a soma é 9 +
 27 + 81 + 243 < 1080. Para n = 3, a soma é 27 + 81 + 243 + 729 = 1080.
 Portanto, n = 3. Resposta: n = 3.
 04 – Achar os valores de n < 7 para os quais n! + 1 é um quadrado perfeito.
 Solução:
 N = 7 7! + 1 = 5040 + 1 = 5041 é o quadrado de 71.
 N = 6 6! + 1 = 720 + 1 = 721 não é quadrado.
 N = 5 5! + 1 = 120 + 1 = 121 é o quadrado de 11.
 N = 4 4! + 1 = 24 + 1 = 25 é o quadrado de 5.
 N = 3 3! + 1 = 6 + 1 = 7 não é quadrado perfeito
 N = 2 2! + 1 = 2 + 1 = 3 não é quadrado perfeito N = 1 1! + 1 = 1 + 1 = 2 não é quadrado perfeito
 N = 0 0! + 1 = 0 + 1 = 1 é o quadrado de 1.
 Resposta: 7, 6, 5, 4, e 0.

Page 2
                        
                        

05 – Sendo m e n inteiros positivos, dizer se é verdadeiro ou falso:
 Solução:
 a) (mn)! = m!. n! (falso) pois (2.3)! = 6! = 720 e 2!. 3! = 2 x 6 = 12.
 b) (m + n)! = m! + n! (falso) pois (2 + 3)! = 5! = 120 e 2! + 3! = 2 + 6 = 8. Resposta: (a) Falso e (b) Falso.
 06 – Demonstrar: (n – 1)! [(n + 1)! – n!] = (n!)2
 SOLUÇÃO:- (n – 1)! [(n + 1)! – n!] = (n – 1)![(n+1)n! – n!] = (n – 1)! {n![(n +1)
 – 1]} = = (n – 1)!.n!.(n) = n(n – 1)! . n! = n! . n! = (n!)2. cqd.
 07 – Sendo n > 2, demonstrar: (n2)! > (n!)2.
 SOLUÇÃO:- Desenvolvendo (n2)! , temos: (n2)! = n2 . (n2 – 1) . (n2 – 2)...... 3.2. 1,
 produto de todos os inteiros de 1 até n2.
 Para (n!)2, resulta: n(n – 1).(n -2)....3.2.1 . n (n – 1).(n-2).... 3.2.1 =
 = n2 . (n –1)2 . (n –2)2 ..... 32. . 22.12 =
 = n2 . (n –1)2 . (n –2)2 ..... . 9.4.1 produtos dos quadrados perfeitos de 1 até n2.
 Como pode ser notado, (n!)2 está contido em (n2)!. Portanto (n2)! > (n!)2 . cqd
 08 – Decompor o inteiro 565 numa soma de cinco inteiros ímpares consecutivos.
 SOLUÇÃO:- Como 565 é positivo e os cinco inteiros também são consecutivos, os
 mesmos também serão positivos.
 Um número impar tem expressão 2n + 1. Seus consecutivos são obtidos somando
 2 ao anterior. Portanto, 2n + 1 + 2n + 3 + 2n + 5 + 2n + 7 + 2n + 9 = 565 10n = 565 – 15
 n = 55.
 Os números são:
 2.55 + 1 = 111, 111 + 2 = 113, 113 + 2 = 115, 115 + 2 = 117 e 117 + 2 = 119. Resposta:- 111, 113, 115, 117, 119.
 Observação:- Note que o termo do meio é a média de todos eles.
 Assim, poderíamos ter usado: 565 : 5 = 115.
 Os outros seriam, dois impares antecessores e dois sucessores. 115, 113, 111 e 117 e 119.
 09 – Achar todas as soluções inteiras e positivas da equação (x + 1)(y + 2) = 2xy.
 SOLUÇÃO:- Para maior facilidade expressemos uma das variáveis em função da
 outra. (x + 1)(y + 2) = 2xy xy + y + 2x + 2 = 2xy
 Expressando y em função de x y – xy + 2x + 2 = 0 2(x + 1) = y.(x – 1) y
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= 2.(x +1)/(x – 1). Como x e y são inteiros positivos, x > 1.
 Expressando x em função de y xy – 2x = y + 2 x(y – 2) = y + 2 x = (y +
 2)/(y – 2) y > 2.
 Para y = 3 x = (3 + 2)/3 – 2) = 5
 Para y = 4 x = (4 + 2)/4 – 2) = 3
 Para y = 5 x = (5 + 2)/(5 – 2) = 7/3, não é inteiro.
 Para y = 6 x = (6 + 2)/(6 – 2) = 2.
 Como x > 1, os valores são (x = 2, y = 6), (x = 3, y =4) e (x = 5, y = 3). Resposta: (x = 2, y = 6), (x = 3, y =4) e (x = 5, y = 3).
 10 – Achar um inteiro positivo de dois algarismos que seja igual ao quádruplo da
 soma dos seus algarismos.
 SOLUÇÃO:- Um número de algarismos a e b, na base 10 é expresso por 10a + b. Portanto, 10a + b = 4(a + b) 6a = 3b b = 2a. Ou seja, qualquer número de
 dois algarismos, onde o algarismo das unidades é o dobro do algarismo das
 unidades. Como b< 10, temos: 12, 24, 36 e 48. Resposta: 12, 24, 36 e 48
 11 – Achar o menor e o maior inteiro positivo de n algarismos.
 SOLUÇÃO: Menor: 1º algarismo igual a 1 e os demais (n – 1) algarismos iguais a
 zero. Portanto, 1 x 10 n – 1. Maior: todos os n algarismos iguais a 9, ou 1 seguido de n zeros menos 1 1.10n
 – 1 Resposta: menor 1 x 10 n – 1
 ; maior = 1.10n – 1
 Observação: Considerando, n = 5.
 Menor 10000 = 1.105 – 1 = 1.104 Maior 99999 = 100000 – 1 = 1.105 – 1.
 12 – Resolva a equação: (x + 2)! = 72.x!
 SOLUÇÃO:- Como (x + 2)! = (x + 2).(x + 1).x! , podemos simplificar a equação,
 reduzindo-a para x
 (x + 2).(x + 1) = 72. (x +2) e (x + 1) são números positivos, de acordo com a
 definição de fatorial, e, além disso, são consecutivos. Os dois inteiros consecutivos cujo produto é 72 são 8 e 9. Portanto, x + 2 = 9 x = 7.
 Resposta: x =7.
 CAPÍTULO 1 - QUESTÕES 13 A 21
 SOLUÇÃO:- Duas podem ser as relações entre as classes x2 – x e 2x – 2.
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Primeira: x2 – x = 2x – 2 x2 – 3x + 2 = 0, cujos valores para x serão 1 e 2.
 Segunda: x2 – x + 2x – 2 = 7 (binomiais complementares) x2 + x – 9 = 0 , que
 não é satisfeita por números inteiros. Portanto, os valores possíveis para x, são 1
 ou 2. Resposta: {1, 2}
 SOLUÇÃO:-
 Observe que
 (n – k + 1)! = (n – k + 1). (n – k)! e k. (k – 1) = k! .
 15 – Achar todas as soluções inteiras e positivas da equação: x2 – y2 = 88.;
 SOLUÇÃO: x2 – y2 = 88 (x + y)(x – y) = 88. Como x e y são inteiros positivos,
 (x + y) e (x – y) são dois números inteiros cujo produto é 88.
 Assim,
 (1) x + y = 88 e x – y = 1;
 (2) x + y = 44 e x – y = 2;
 (3) x + y = 22 e x – y = 4;
 (4) x + y = 11 e x – y = 8.
 Cada par de duas equações formam um sistema. Para resolver o sistema basta
 somar as duas equações, o que resultaria em 2x = soma dos números. Como essa
 soma tem que ser par (x é inteiro), resulta apenas as possibilidades 2 e 3. Portanto, 2x = 46 x = 23 e y = 44 – 23 = 21 ou
 2x = 26 x = 13 e y = 22 – 13 = 9.
 Resposta: (x = 23, y = 21) e (x = 13, y = 9)
 16 – Verificar se o quadrado de um inteiro pode terminar em 2, 3, 7 ou 8.
 SOLUÇÃO:- O último algarismo de um quadrado perfeito, corresponde ao último
 algarismo dos quadrados de 1, 2, 3, 4, ...9 ou 0. Assim, o último algarismo
 somente poderá ser 1, 4, 5, 6, 9 e 0. Portanto, não pode terminar em 2, 3, 7 ou 8.
 Resposta: não existe um quadrado de número inteiro terminado em 2 ou 3 ou 7 ou
 8.
 17 – Reconstituir as adições:
 (a) 3 * 76 + 2 * * * + 5 * 28 = 12838.
 SOLUÇÃO: Dispondo os números para efetuar a adição teremos:
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Como a soma o algarismo das unidades deve ser 8, o último algarismo da
 segunda parcela somente poderá ser 4. Na coluna referente às dezenas,
 já temos um total de 10, 7 + 2 mais o 1 que veio das unidades. Portanto,
 deve-se completar 13. Assim, o algarismo das dezenas na segunda
 parcela somente pode ser 3. Note que a soma 13, implica em somar 1 à coluna das centenas. Os algarismos 12
 da soma são obtidos por 3 + 2 + 5 + 2, sendo o último deslocado da coluna das
 centenas.
 Portanto, a soma dos algarismos das centenas é 28. Portanto, os três algarismos
 devem somar 27 uma vez que esta coluna recebeu o 1 da coluna das dezenas. Isto
 implica em que todos os algarismos das centenas são iguais a 9.
 Assim temos: 3976 + 2934 + 5928 = 12 838. (Os algarismos encontrados estão
 indicados em azul).
 Resposta: 3976 + 2934 + 5928 = 12 838. (b) 5 * 23 + 40 * * + 1269 + 1 * 927.
 SOLUÇÃO:
 O algarismo das unidades da segunda parcela somente poderá ser 5 (2 +
 5 + 0 = 17).
 O algarismo das dezenas da segunda parcela é 3 pois, 1 vem da coluna
 das unidades, a soma deverá ser doze (não pode ser 22). Assim, 1 + 2 +
 3 + 6 = 12. Para a coluna das centenas, o algarismo na primeira parcela
 é 6, pois ela recebeu 1 da coluna das dezenas. Como não vai algarismo
 para a coluna dos milhares, o algarismo que falta na soma é 0, de 1 + 4
 + 5. Assim temos 5623 + 4035 + 1269 = 10927.
 Resposta: 5623 + 4035 + 1269 = 10927.
 18 - Reconstitua as subtrações:
 (a) 1 * 256 – 431 * = 89 * 6.
 SOLUÇÃO:
 O algarismo das unidades de 431* somente pode ser 0, pois o valor
 máximo de * em 431* seria 9 e 9 + 6 = 15, nunca poderia ser 16. Para
 as dezenas da diferença devemos ter o 4. O algarismo das centenas de
 1*256 deve ser 3, pois foi necessário ceder 1 para que se efetuasse a
 subtração da coluna das centenas.
 Resposta: 13256 – 4310 = 8946.
 (b) 63 * 1 – 43 * = 5 * 86
 SOLUÇÃO:
 O algarismo das unidades de 43* é 5 pois (11 – 5 = 6). O algarismo das
 dezenas de 63*1 é 2 pois foi cedido 1 para as unidades e assim teríamos
 (11 – 3 = 8). Como foi cedida 1 unidade da coluna das centenas de 63*1
 para efetuar a subtração nas dezenas, e deve-se ceder 1 unidade dos
 milhares para as centenas de 631, o algarismo das centenas de 5*86 é 8 =
 (12 – 4). Resposta:: 6321 – 435 = 5886
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19 – O produto de um inteiro positivo de três algarismos por 7 termina à direita por
 638. Achar esse inteiro.
 SOLUÇÃO:
 Para facilitar o raciocínio, construamos a tabela de multiplicação por 7.
 7 x 1 = 7, 7 x 2 = 14, 7 x 3 = 21 , 7 x 4 = 28, 7 x 5 = 35, 7 x 6 = 42, 7 x 7 = 49,
 7 x 8 = 56, 7 x 9 = 63.
 Como o algarismo das unidades é 8, o único valor possível para o algarismos das
 unidades do número é 4.
 Ao efetuar a multiplicação do algarismo das unidades, que é 4 por 8, vão duas
 unidades para a casa das dezenas. Assim, o algarismo das dezenas deve ser tal que
 ao multiplicar por 7 e somar 2, resulte num final igual a 3. Portanto, o algarismo
 das dezenas é 3, pois 7 x 3 + 2 = 23. Da mesma forma vão duas unidades para a
 casa das centenas. O algarismo aí deve ser de forma que, ao somar 2 (vindo das
 dezenas) resulte em 6. Portanto, deve ser um múltiplo de 7 terminado em 4. Isto
 permite concluir que o algarismo das centenas é 2 , pois 2 x 7 + 2 = 16. Resposta: 234.
 20 – Determinar quantos algarismos se empregam para numerar todas as páginas
 de um livro de 2748 páginas.
 SOLUÇÃO:- As páginas 1 a 9 são numeradas usando apenas 1 algarismo em cada.
 Portanto 9 algarismos.
 Páginas 10 a 99, são 90 = 99 – 10 + 1 (incluindo a página 10) páginas com 2
 algarismos. Total: 90 x 2 = 180 algarismos.
 Páginas 100 a 999, 999 - 100 + 1 = 900 páginas com 3 algarismos. Total 900 x 3
 = 2700 algarismos.
 Páginas 1000 a 2748, 2748 - 1000 + 1 = 1749 páginas com 4 algarismos. Total:
 1749 x 4 = 6996 algarismos.
 Portanto, 9 + 180 + 2700 + 6996 = 9885 algarismos.
 Resposta: 9885 algarismos.
 21 – Reconstituir as multiplicações
 O número x 6 x 0 é o produto de 435 x 6. Portanto, 2610. O número
 1305 é o produto de 435 por 3 (1305 : 435 = 3). O produto final é a
 soma das parcelas formadas por 2610 e 13050. Portanto: 15660.
 Resposta:
 O primeiro número é 4806 : 2 = 2403.
 Como o produto final é 148986, o segundo fator é 148986 :
 2403 = 62.
 Efetuando a multiplicação de 2403 x 62 obtém-se os valores
 4806 e 14418 para os outros dois números.
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Resposta:
 CAPÍTULO 1 - QUESTÕES 22 A 30
 22 – Calcular a soma dos três maiores números inteiros de, respectivamente, três, quatro e cinco algarismos.
 SOLUÇÃO:- Os números são: 999, 9999 e 99999. Portanto, a soma é 110997.
 Resposta: 110997
 23 – Determinar a diferença entre o maior número inteiro com seis algarismos
 diferentes e o maior inteiro com cinco algarismos também diferentes.
 SOLUÇÃO:- Temos 987654 – 10234 = 977420 Resposta: 977420
 24 – Um livro tem 1235 páginas. Determinar o número de vezes que o algarismo 1
 aparece na numeração da páginas deste livro.
 SOLUÇÃO:- De 1 a 100, o algarismo 1 aparece 10 vezes nas unidades (1, 11, 21,...
 91) e 10 vezes nas dezenas (10, 11, 12, ...19). Portanto a cada centena o
 algarismo 1 aparece 20 vezes. Em 1235 temos 12 centenas. Portanto o algarismo 1
 aparecerá 20 x 12 = 240 vezes na posição das unidades e dezenas.
 De 100 a 200, o algarismo 1 aparece 100 vezes na posição das centenas. Isto se
 repete de 1100 a 1200. Portanto, 200 vezes na posição das centenas.
 De 1200 a 1236, o algarismo 1 aparece 4 vezes nas unidades e 10 vezes nas
 dezenas. Totalizando 14 vezes.
 De 1000 a 1235, o algarismo 1 aparece 236 vezes na posição dos milhares.
 Portanto: 240 + 200 + 14 + 236 = 690 vezes. Resposta: 690
 SOLUÇÃO: Como o quociente tem 2 algarismos, o algarismo 1 foi baixado
 após a divisão pelo 3. Portanto, o último algarismo de xx8x é 1.
 Como xx8 – 3.xx = x9, o algarismo das unidades do divisor xx é 3
 para que se obtenha x8 – 9 = 9. Como 4x é o resto de x91 : x3,
 então o x de 4x é 5.
 Posicionando os valores já determinados temos a situação ao lado.
 Devemos ter ainda 2.(x3) + 45 = x91 2.(x3) = x91 – 46 2.(x3) = x46.
 Como o máximo para (x3) é 93, ao multiplicar por 2, o máximo de x em x91 é 1.
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Portanto, o valor de x em x 91 é 1.
 Retornando à operação temos:
 Assim, temos xx81 – 45 = 32(x3) xx36 = 32.(10x + 3)
 xx36 = 320x + 96 xx´40 = 320x xx´4 = 32x x de x3 é 2 ou
 7.
 Para o valor 2, teríamos 32 . 23 + 45 < 1000 (menos que quatro algarismos),
 Portanto, o x de x3 é 7.
 Finalizando: 32 x 73 + 45 = 2381. Resposta:
 SOLUÇÃO: Usaremos, para diferenciar do processo anterior a notação de um
 número na base 10.
 Façamos x6x1 = a6b1 e xxx = cde . Pela notação decimal temos:
 x6x1 = 1000a + 600 + 10b + 1 e xxx = 100c + 10b + c.
 O algoritmo da divisão permite escrever: (1000a + 600 + 10b + 1) = 6.(100c + 10b + c) + 59
 1000a + 10b + 542 = 600c + 60d + 6e.
 A soma à esquerda tem o algarismo das unidades terminado em dois. Isto exige
 que 6e seja um múltiplo de 6 terminado em 2. Portanto, “e” somente pode ser 2 ou 7.
 Tomando o valor 7 para "e".
 1000a + 10b + 542 = 600c + 60d + 6.7 1000a + 10b + 500 = 600c + 60d
 100a + b + 50 = 60c + 6d.
 100a + b + 50 é múltiplo de 6 100a + b + 50 é múltiplo de 2 e de 3.
 Por ser múltiplo de 2, b deverá ser par pois 100 a e 50 são pares.
 Por ser múltiplo de 3, a soma dos algarismos deverá ser um múltiplo de 3.
 Para construção da tabela das possibilidades a seguir, fazemos:
 Coluna (1): a + b + 5 = (múltiplo de 3).
 Coluna (2): a + b = (múltiplo de 3) – 5.
 Coluna (3): escolha de um valor par para “b”
 Coluna (4): coluna (2) – valor de “b”
 Coluna (5): valor de x6x1
 Coluna (6): valor de x6x1 – 59 (para que a divisão seja exata pois 59 é o resto da
 divisão) Coluna (7): valor de xxx = coluna (6) : 6.
 a+b+5= a + b b (par) a a6b1 a6b1-59= cde
 3 -2 imp imp 6 1 0 1 1601 1542 257 9 4 0 4 4601 4542 757 2 2 2621 2562 427 4 0 641 582 97
 12 7 0 7 7601 7542 1257 2 5 5621 5562 927 4 3 3641 3582 597
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6 1 1661 1602 267 15 10 0 imp 2 8 8621 8562 1427 4 6 6641 6582 1097 6 4 4661 4602 767 8 2 2681 2622 437
 18 13 0 imp 2 imp 4 9 9641 9582 1597 6 7 7661 7602 1267 8 5 5681 5622 937
 21 16 0 imp 2 imp 4 imp 6 imp 8 8 8681 8622 1437
 24 19 imp
 Com o valor 2 para “e”:
 1000a + 10b + 542 = 600c + 60d + 12 1000a + 10b + 530 = 600c + 60d
 100a + b + 53 = 60c + 6d = 6.(10c + d).
 100a + b + 53 é múltiplo de 6 100a + b + 53 é múltiplo de 2 e de 3.
 Como 100a é par e 53 é ímpar, “b” deve ser ímpar para que 100a + b + 53 seja
 múltiplo de 2.
 Para que 100a + b + 53 seja múltiplo de 3, a + b + 5 + 3 = a + b + 8 deve ser
 múltiplo de 3
 a + b + 2 deve ser múltiplo de 3.
 A tabela a seguir foi construída nos mesmos moldes que a tabela anterior,
 considerando que a + b + 2 = múltiplo de 3 .
 a+b+2= a + b b (impar) a a6b1 a6b1-59= cde 3 -1 imp 6 4 1 3 3611 3552 592 3 1 1631 1572 262 9 7 1 6 6611 6552 1092 3 4 4631 4572 762 5 2 2651 2592 432 7 0 imp
 12 10 1 9 9611 9552 1592 3 7 7631 7572 1262 5 5 5651 5592 932 7 3 3671 3612 602 9 1 1691 1632 272
 15 13 1 imp 3 imp 5 8 8651 8592 1432 7 6 6671 6612 1102 9 4 4691 4632 772
 18 16 1 imp 3 imp 5 imp
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7 9 9671 9612 1602 9 7 7691 7632 1272
 21 19 imp
 Resposta: os valores possíveis estão indicados nas colunas 5 e 7 da tabela.
 26 – Mostrar que o produto de quatro algarismos consecutivos, aumentado de 1, é
 um quadrado perfeito.
 SOLUÇÃO:- Sejam os inteiros (x – 1), x , (x + 1) e (x + 2).
 Temos: x.(x + 1).(x + 2).(x + 3) + 1 = x4 + 6x3 + 11x2 + 6x + 1. Provemos que
 essa expressão é um quadrado perfeito. Como o grau é 4 (maior expoente), se tal
 expressão for um quadrado de um polinômio de segundo grau, da forma ax2 + bx
 + c. Como o coeficiente do termo de 4º grau e o termo independente são ambos
 iguais a 1, devemos ter a = 1 e c = 1. Portanto, o polinômio deve ter a forma x2 +
 bx + 1.
 Elevando esse polinômio ao quadrado temos:
 (x2 + bx + 1)(x2 + bx + 1) = x4 + bx3 + x2 + bx3 + b2x2 + bx + x2 + bx + 1 = x4 +
 2bx3 + (2 + b2)x2 + 2bx + 1.
 A igualdade de dois polinômios implica na igualdade de seus coeficientes. Portanto,
 2b = 6 b = 3. (note que b pode ser calculado a partir de qualquer um dos
 coeficientes). Do exposto, x(x + 1).(x + 2).(x +3).(x + 4) = (x2 + 3x + 2)2 é um quadrado
 perfeito. cqd.
 27 – A soma dos quadrados de dois inteiros é 3332 e um deles é o quádruplo do
 outro. Achar os dois inteiros.
 SOLUÇÃO:- os números são x e 4x. Assim, x2 + (4x)2 = 3332 17x2 = 3332 x2
 = 196 x = 14. 4x = 56.
 Resposta: 14 e 56.
 28 – Sejam a e b dois inteiros. Demonstrar:
 (a) Max(a, b) = (a + b + |a – b|)/2.
 SOLUÇÃO: Para a existência de um máximo a > b ou a < b.
 Se a > b, então Max(a, b) = a e |a – b| = a – b.
 Assim, (a + b + |a – b|)/2 = (a + b + a – b)/2 = 2a/2 = a.
 Portanto, (a + b + |a – b|)/2 = a = Max(a, b).
 Se a < b, então Max(a, b) = b e |a – b| = -(a – b) = b – a .
 Assim, (a + b + |a – b|)/2 = (a – b + b – a)/2 = 2b/2 = b.
 Portanto, (a + b + |a – b|)/2 = b = Max(a, b).
 Pelas duas únicas possibilidades, Max(a, b) = (a + b + |a – b|)/2, cqd.
 (b) Min(a, b) = (a + b - |a – b|)/2.
 SOLUÇÃO: Para a existência de um mínimo a < b ou a > b.
 Se a < b, então Min(a, b) = a e |a – b| = -(a – b) = b – a .
 Assim, (a + b - |a – b|)/2 = (a + b – b + a)/2 = a = Min(a, b)
 Se a > b, então Min(a, b) = b e |a – b| = a – b.
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Assim, (a + b - |a – b|)/2 = (a + b –a + b)/2 = b = Min(a, b).
 Pelas duas únicas possibilidades, Min(a, b) = (a + b - |a – b|)/2, cqd.
 29 – Determinar o inteiro n > 1 de modo que a soma 1! + 2! + 3! + ... + n! seja
 um quadrado perfeito.
 SOLUÇÃO:-
 Para n = 2, 1! + 2! = 1 + 2 =3 (não é quadrado perfeito).
 Para n = 3, 1! + 2! + 3! = 1 + 2 + 6 = 9 (é quadrado perfeito).
 Para n = 4, 1! + 2! + 3! + 4! = 1 + 2 + 6 + 24 = 33. (não é quadrado perfeito).
 Para n = 5, 1! + 2! + 3! + 4! + 5! = 1 + 2 + 6 + 24 + 120 = 153 (não é quadrado
 perfeito).
 Todo n!, para n > 5 termina em zero. Portanto a soma 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + ...
 +n! será sempre um número terminado em 3. Como apenas números terminados
 em 0, 1, 4, 5, 6 e 9 podem ser quadrados, o único valor para n é 3. Resposta: n = 3.
 30 – A média aritmética de dois inteiros positivos é 5 e a média geométrica é 4.
 Quais são estes dois inteiros?
 SOLUÇÃO:- Sejam a e b os números. Temos: média aritmética (a + b)/2 = 5 a + b = 10.
 Média geométrica: (a . b)1/2 = 4 ab = 16.
 Os dois inteiros que somados resulta em 10 e cujo produto é 16 são os inteiros 8 e
 2. Resposta: 8 e 2.
 CAPÍTULO 1 - QUESTÕES 31 A 40
 31 – Achar cinco inteiros positivos consecutivos cuja soma dos quadrados é igual a 2010.
 SOLUÇÃO: - Como os números são consecutivos, o terceiro termo é próximo da
 média dos cinco números. Como a soma é 2010, a média é 2010 : 5 = 402. O
 quadrado mais próximo é 400, cuja raiz quadrada é 20.
 Os dois anteriores são 192 = 361, 182 = 324 e os dois posteriores são 212 = 441 e
 222 = 484. Portanto os números são: 18, 19, 20, 21 e 22.
 Obs. A solução da equação x2 + (x + 1)2 + (x + 2)2 + (x + 3)2 = 2010 também
 resolveria o item. Resposta: 18, 19, 20, 21 e 22.
 32 – O resto por falta da raiz quadrada de um inteiro positivo é 135 e o resto por
 excesso é 38. Achar esse inteiro.
 SOLUÇÃO:- Seja N o número e x a sua raiz quadrada por falta. Temos N = x2 +
 135. A raiz quadrada por excesso é (x + 1). Neste caso: N = (x + 1)2 - 38. Assim, x2 + 135 = (x + 1)2 – 38 x2 + 135 = x2 + 2x + 1 – 38 2x = 172 x
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= 86.
 O número é 862 + 135 = 7531. Resposta: 7531
 33 – Resolver a equação SOLUÇÃO:
 29x2 – 29x + 87 = 31x2 – 31x
 – 93 2x2 – 2x – 180 = 0 x2 – x – 90 = 0
 x = 10 ou x = -9. Como não existe fatorial de negativo, x = 10.
 Resposta: {10}.
 34 – Achar o inteiro que deve ser somado a cada um dos inteiros 2, 6 e 14 para
 que, nesta ordem, formem uma proporção contínua.
 SOLUÇÃO:- Uma proporção contínua é aquela que tem os meios ou os extremos
 iguais.
 Pela definição podemos ter:
 (a) (2 + x) / (6 + x) = (6 + x) / (14 + x) ou
 (b) (2 + x) / (6 + x) = (14 + x) / (2 + x).
 Na situação (a), (6 + x)(6 + x) = (2 + x) (14 + x) => 36 + 12x + x2 = 28 + 16x + x2 4x = 8 x = 2.
 Na situação (b) (2 + x)(2 + x) = (6 + x)(14 + x) 4 + 4x + x2 = 84 + 20x + x2
 16x = - 80 x = -5.
 Resposta: 2 ou –5.
 35 – Mostrar que o produto 12345679 x 9 x k, sendo k 0 um algarismo, é
 kkk.kkk.kkk.
 SOLUÇÃO:- O produto 12345679 x 9 é igual a 111.111.111. Como k é um algarismo, teremos 111.111.111 x k = kkk.kkk.kkk. cqd
 36 – Achar o valor mínimo de uma soma de 10 inteiros positivos distintos, cada um dos quais se escreve com três algarismos.
 SOLUÇÃO:- Se a soma é mínima, os números devem ser os menores possíveis.
 Estes números são: 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 109 e 109. A soma é
 (100 + 109).10/2 = 1045. Resposta: 1045
 37 – Mostrar que o produto 37037037 x 3 x k. sendo k 0 um algarismo, é
 kkk.kkk.kkk.
 SOLUÇÃO:- O produto 37037037 x 3 é 111.111.111. Multiplicando por k, obtém-se
 kkk.kkk.kkk. cqd
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38 – Um estudante ao efetuar a multiplicação de 7432 por um certo inteiro achou o
 produto 1731656, tendo trocado, por engano, o algarismo das dezenas do
 multiplicador, tomando 3 em vez de 8. Achar o verdadeiro produto.
 SOLUÇÃO: - Pelo resultado, o multiplicador foi 1731656 : 7432 = 233. Como houve
 a troca do algarismo das dezenas, o multiplicador correto é 283. Portanto, o
 produto correto é 7432 x 283 = 2103256. Resposta: 2103256.
 Uma outra solução seria:
 Como foram usadas 5 dezenas a menos, o número ficou menor em 50 x 7432 = 371600. Portanto, o produto correto deveria ser 1731656 + 371600 = 2103256 .
 39 – Achar o menor inteiro cujo produto por 21 é um inteiro formado apenas por 4
 algarismo.
 SOLUÇÃO:- O número é o menor múltiplo de 21 maior que 1000.
 Portanto: 1000 = 47 x 21 + 13. Portanto, o número é 48 x 21 = 1008. Resposta: 1008.
 40 – Escreve-se a seqüência natural dos inteiros positivos, sem separar os
 algarismos: 123456789101112131415...
 Determinar:
 (a) o 435º algarismo.
 SOLUÇÃO:- De 1 a 9 são escritos 9 algarismos. De 10 a 99, são dois algarismos
 em cada número 2 x 90 = 180 algarismos. Portanto, até 100 são escritos: 9 +
 180 + 3 = 192.
 Para chegar ao algarismo que ocupa o 435º lugar serão necessários mais 435 – 192
 = 243 algarismos. Como a partir de 100 são usados 3 algarismos teríamos 243 : 3
 = 81 números após o 100.
 Portanto, o número é 181 e o algarismo que ocupa a posição é o 1. Resposta: 1.
 (b) o 1756º algarismo.
 SOLUÇÃO:- Da mesma forma 1756 – 192 = 1564 1564 : 3 = 521 e sobra 1
 algarismo. Portanto teríamos até a 100 + 521 = 621. Como sobra 1 algarismo, o
 próximo é o 6 do número 622. Resposta: 6.
 (c) o 12387º algarismo.
 SOLUÇÃO:- Até 1000 seriam 9 + 90 x 2 + 900 x 3 + 4 = 2889. 12387 – 2889 = 9498 9498 : 4 = 2374 e sobram dois algarismo. Portanto, o
 último número inteiro é 1000 + 2374 = 3374. A sobra de dois algarismos, implica
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que o último algarismo será 3, o segundo algarismo de 3375.
 Resposta: 3.
 CAPÍTULO 1 - QUESTÕES 41 A 47
 41 – Escreve-se a seqüência natural dos inteiros positivos pares, sem separar os
 algarismos: 24681012141618... Determinar o 2574º algarismo que se escreve.
 SOLUÇÃO:- de 2 a 10 são 5 números pares 5 algarismos.
 De 12 a 98 são (98 – 12)/2 + 1 = 44 números pares de 2 algarismos 44 x 2 =
 88 algarismos. De 100 a 998 são (998 – 100)/1 + 1 = 450 pares de 3 algarismos 1350
 algarismos. Portanto, até 1000 temos: 5 + 88 + 1350 + 4 = 1447 algarismos.
 Para 2574 faltam 2574 – 1447 = 1127 algarismos. Como são número de 4
 algarismos teríamos 1127 : 4 = 281 e sobram 3 algarismos. Isto representam 281
 números pares após o 1000, ou seja 281 x 2 + 1000 = 1562. Este é o último
 número inteiro. A sobra dos 3 algarismos leva ao 3º algarismo de 1563. Portanto, o 2574º algarismo é o 6. Resposta: 6.
 42 – Reconstituir as multiplicações:
 SOLUÇÃO: Para facilidade vamos indicar os números por
 O valor de L é 9. Pois ele aparece no algarismo das unidades do produto.
 Portanto D X F, termina em 9.
 Isto leva às possibilidades (1, 9), (3, 3), (7, 7) , (9,1) para D e F,
 respectivamente.
 Como GHJKL tem mais algarismos que MBPQ, E é menor que F.
 Portanto, está excluída a possibilidade (9,1), pois F não pode ser 1. Se F = 1, E =
 0.
 Assim, 90329 é múltiplo de um número de 2 dígitos que termina em 3, 7 ou 9.
 (1) Para F = 3, E = 2 ou 1. Nestes casos EF = 23 ou 13.
 Mas 90329 não é múltiplo de nenhum destes valores.
 Para F = 7, E = 6 ou 5 ou 4 ou 3 ou 2 ou 1. Para tal situação: EF = 67, 57, 47, 37,
 27 ou 17.
 Mas 90329 não é múltiplo de nenhum destes valores.
 Para F = 9, E = 8 ou 7 ou 6 ou 5 ou 4 ou 3 ou 2 ou 1 EF = 89, 79, 69, 59, 49,
 39, 29, 19.
 Podemos eliminar os números 69 e 39 pois 90.329 não é múltiplo de 3.
 Dos restantes, 90329 é múltiplo apenas de 59.
 Portanto, ABCD = 90.329 : EF ABCD = 90.329 : 59 = 1531. Refazendo a
 operação:
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Resposta:
 SOLUÇÃO: usemos a indicação
 O valor de E é zero pois houve deslocamento de duas casas em LMN.
 O valor de J e de K é 3 pois a eles não são somados nenhum valor e a soma
 resulta em 33 no final.
 De acordo com o valor de K, C e F somente poderão assumir os valores (1, 3), ou
 (3, 1), ou (7, 9) ou (9, 7), nessa ordem, para que esse produto termine em 3.
 Como GHJK (produto de ABC por F) tem mais algarismos que LMN (produto de
 ABC por D), D é menor que F. Portanto, F não pode ser 1. Excluída a opção (3,
 1).
 Como 36733 não é múltiplo de 3,
 (1) Para F = 3, D = 2 ou 1. DEF = 203 ou 103. Mas 36733 não é múltiplo de 203 e
 nem de 103.
 (2) Para F = 7, D = 6 ou 5 ou 4 ou 3 ou 2 ou 1. DEF = 607 ou 507 ou 407 ou 307
 ou 207 ou 107.
 Podem ser excluídas as opções: 507 e 207 pois são múltiplos de 3 e 36733 não é
 múltiplo de 3.
 Também 36733 não é múltiplo de 607, 407, 307 e 107. (3) Portanto, o único valor de F é 9. Em consequência C = 7.
 Na multiplicação de 9 por 7 a casa das unidades é 3 e das dezenas é 7. Como o
 segundo dígito da esquerda da multiplicação de ABC = AB7 por 9 é 3 (dezenas) B
 somente poderá ser igual a 3 para que se tenha 27 + 6 = 33.
 Já temos então: ABC = A37, DEF = D09, GHJK = GH33.
 Para D são possíveis os valores (menores que F) mas que não fazem DEF múltiplo
 de 3. Assim, F = 1, 2, 4, 5, 7 ou 8. Como 36733 é múltiplo apenas de 109, resulta:
 DEF = 109.
 ABC = 36733 :109 = 337. Em consequência, GHJK = 337 x 9 = 3033 e LMN = 337
 x 1 = 337. Reconstituindo a multiplicação
 Resposta:
 43 – Mostrar que o produto de dois fatores entre 10 e 20 é o décuplo da soma do
 primeiro com as unidades do segundo mais o produto das unidades dos dois.
 SOLUÇÃO:- Sejam os números 10 + b e 10 + c, com 0 < b < 10 e 0 < c < 10.
 Nestas condições 10 + b e 10 + c estarão compreendidos entre 10 e 20 e b e c
 serão os algarismos das unidades.
 Efetuando o produto temos: (10 + b)(10 + b) = 100 + 10b + 10c + bc = 10[(10 +
 b) + c] + bc.
 (10 + b) + c é a soma do primeiro com as unidades do segundo, bc é o produto
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dos dois e 10[(10 + b) + c] é o décuplo da soma do primeiro com as unidades do
 segundo.
 44 – Achar o menor inteiro positivo que multiplicado por 33 dá um produto cujos
 algarismos são todos 7.
 SOLUÇÃO:- O número deve ser múltiplo de 3 e de 11. Para ser divisível por 11, a
 soma dos algarismos de ordem menos a soma dos algarismos de ordem impar
 deve ser um múltiplo de 11 (inclusive 0). Como o produto é todo constituído por 7,
 devemos ter uma quantidade par de 7. A soma de todos os algarismos deve ser um
 múltiplo de 3 para que o número seja divisível por 3. A menor quantidade par de 7
 que dê uma soma divisível por 3 é 6. Portanto o produto deverá ser formado por 6
 setes. Isto é, o menor produto é 777777. O número é então 777777 : 33 = 23569. Resposta: 23569
 45 – Os inteiros a e b são tais que 4 < a < 7 e 3 < b < 4. Mostrar que 0 < a – b <
 4.
 SOLUÇÃO:-
 a > 4 e 4 > b. Somando membro a membro, a + 4 > 4 + b a – b > 0.
 a < 7 e 3 < b. Somando membro a membro, a + 3 < 7 + b a – b < 7 – 3 a –
 b < 4.
 De (1) e (2) 0 < a – b < 4. cqd.
 46 – Os inteiros a e b são tais que –1 < a < 3 e –2 < b < 0. Mostrar que –1 < a – b
 < 5.
 SOLUÇÃO:-
 (1) a > - 1 e 0 < b. Somando membro a membro, a + 0 < -1 + b a – b < - 1
 (2) a < 3 e –2 < b. Somando membro a membro, a – 2 < 3 + b a – b < 3 + 2
 a – b < 5.
 De (1) e (2), -1 < a – b < 5.
 47 – Os inteiros a e b são tais que -2 < a < 2 e - 2 < b < 2. Mostrar que –4
 < a – b < 4.
 SOLUÇÃO:- (1) a > -2 e 2 > b. Somando membro a membro, a + 2 > -2 + b a – b >
 -4. (2) a < 2 e -2 < b. Somando membro a membro, a – 2 < b + 2 a - b <
 4. De (1) e (2), conclui-se que -4 < a – b < 4.
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CAPÍTULO 2 – Questão 1
 Os exercícios abaixo são demonstrados usando a seqüência: (1) Verificar se a propriedade é válida para um certo valor de “n”
 (2) Supor a propriedade válida para “n”. (hipótese de recorrência)
 (3) Provar que a propriedade é válida para “n + 1”
 1 – Demonstrar por “indução matemática”:
 (a) 12 + 22 + 32 + ... + n2 = (n/6)(n + 1)(2n + 1) , n N.
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 1 (1/6)(1 + 1)(2 + 1) = (1/6)(2)(3) = (1/6)(6) = 1 = 12.
 (2) Hipótese: 12 + 22 + 32 + ... + n2 = (n/6)(n + 1)(2n + 1). (3) Provar 12 + 22 + 32 + ... + n2 + (n + 1)2 = [(n+1)/6](n + 2)(2n + 3)
 Demonstração:
 12 + 22 + 32 + ... + n2 + (n + 1)2 = (n/6)(n + 1)(2n + 1) + (n + 1)2 =
 = (n/6)(n + 1)(2n + 1) + (n + 1)2 (observe que a soma até n2 é (n/6)(n + 1)(2n
 + 1)
 12 + 22 + 32 + ... + n2 + (n + 1)2 = (n +1)[(n/6)(2n + 1) + (n + 1)] =
 = (n + 1)(1/6)(2n2 + n + 6n + 6) = (n + 1)(1/6)(2n2 + 7n + 6) * =
 = (n + 1)(1/6).2(n + 3/2) .(n + 2) = [(n + 1)/6](n + 2)(2n + 3) c.q.d.
 * Nota:- O polinômio ax2 + bx + c, com raízes x1 e x2 pode ser decomposto em a(x
 – x1)(x – x2).
 Como as raízes de 2n2 + 7n + 6 são –2 e –3/2, temos 2n2 + 7n + 6 = 2.(n + 3/2)(n + 2).
 (b) 13 + 23 + 33 + ... + n3 = (n2/4)(n + 1)2, n N.
 SOLUÇÃO:
 (1) Para n = 1, temos: 13 = 1 e (12/4)(1 + 1)2 = (1/4)(4) = 1.
 Portanto, a propriedade é válida para n = 1.
 (2) Hipótese 13 + 23 + 33 + ... + n3 = (n2/4)(n + 1)2
 (3) Provar 13 + 23 + 33 + ... + n3 + (n + 1)3 = [(n+1)2/4](n + 2)2.
 Demonstração:
 13 + 23 + 33 + ... + n3 + (n + 1)3 = (n2/4)(n + 1)2 + (n + 1)3 =
 = [(n + 1)2].[(n2/4) + (n + 1)] = [(n + 1)2].(1/4)(n2 + 4n + 4) = = [(n + 1)2/4](n + 2)2 c.q.d.
 (c) 12 + 32 + 52 + ..... + (2n – 1)2 = (n/3)(4n2 – 1) , n N.
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 1, temos: 12 = 1 e (1/3)(4.12 – 1) = 1.
 O que mostra ser a propriedade verdadeira para n = 1 .
 (2) Hipótese:
 12 + 32 + 52 +...+ (2n – 1)2 = (n/3)(4n2 – 1) = (1/3) (4n3 + 12n2 + 11n + 3)
 (3) Demonstrar que
 12 + 32 + 52 + (2n – 1)2 + (2n + 1)2 = [(n + 1)/3)[4(n + 1)2 – 1] =
 = (1/3)(n + 1)[4n2 + 8n + 3] = (1/3)(4n3 + 12n2 + 11n + 3).
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Demonstração:
 12 + 32 + 52 +..... + (2n – 1)2 + (2n + 1)2 = (n/3)(4n2 – 1) + (2n + 1)2 =
 = (n/3)(2n + 1)(2n – 1) + (2n + 1)2 = (2n + 1)[(n/3)(2n – 1) + (2n + 1)] =
 = [(2n + 1)/3](2n2 – n + 6n + 3) = [(2n + 1)/3][2n2 + 5n + 3] =
 = (1/3)(4n3 + 12n2 + 11n + 3) . c.q.d.
 (d) 13 + 33 + 53 + ... + (2n – 1)3 = n2.(2n2 – 1) , n N.
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 1, temos 13 = 1 e 13.(2.13 – 1) = 1.(2 – 1) = 1.
 O que mostra ser a propriedade verdadeira para n = 1.
 (2) Hipótese: 13 + 33+ 53 + ... + (2n – 1)3 = n2.(2n2 – 1) .
 (3) Provar que 13 + 33 + 53 + ... + (2n – 1)3 + (2n + 1)3 =
 =(n + 1)2.[2.(n + 1)2 – 1] = (n + 1)2.(2n2 + 4n + 2 – 1) =
 = (n + 1)2.(2n2 + 4n + 1) = 2n4 + 8n3 + 11n2 + 6n + 1
 Demonstração:
 13 + 33 + 53 + ... + (2n – 1)3 + (2n + 1)3 = n2.(2n2 – 1) + (2n +1)3 =
 = 2n4 – n2 + 8n3 + 12n2 + 6n + 1 = 2n4 + 8n3 + 11n2 + 6n + 1. c. q. d.
 (e) 1.2 + 2.3 + 3.4 + ... + n(n + 1) = (n/3)(n + 1)(n + 2), n N.
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 1: 1.2 = 2 e (1/3)(1 + 1)(1 + 2) = (1/3)(2)(3) = 2.
 O que mostra ser a propriedade verdadeira para n = 1.
 (2) Hipótese: 1.2 + 2.3 + 3.4 + ... + n(n + 1) = (n/3)(n + 1)(n + 2)
 (3) Provar que:
 1.2 + 2.3 + 3.4 + ... + n(n + 1) + (n + 1)(n + 2) = [(n + 1)/3](n + 2)(n + 3).
 Demonstração:
 1.2 + 2.3 + 3.4 + ... + n(n + 1) + (n + 1)(n + 2) =
 = (n/3)(n + 1)(n + 2) + (n + 1)(n + 2) = (n + 1)(n + 2)[(n/3) + 1] =
 = (n + 1)(n + 2)[(n + 3)/3] = [(n + 1)/3](n + 2)(n + 3). c. q. d.
 (f) 1 + 1/4 + 1/9 + ... + 1/n2 < 2 – 1/n , n N.
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 1: 2 – 1/1 = 1 < 1. Verdadeira para n = 1.
 (2) Hipótese: 1 + 1/4 + 1/9 + ... + 1/n2 < 2 – 1/n , n N.
 (3) Provar: 1 + 1/4 + 1/9 + ... + 1/n2 + 1/(n + 1)2 < 2 – 1/(n + 1).
 Demonstração:
 1 + 1/4 + 1/9 + ... + 1/n2 < 2 – 1/n
 1/(n + 1)2 aos dois membros da desigualdade, resulta:
 1 + 1/4 + 1/9 + ... + 1/n2 + 1/(n + 1)2 < 2 – 1/n + 1/(n + 1)2 (1)
 Temos que:
 [(1/n) –1/(n + 1)2] = [(n + 1)2 - n]/[n.(n + 1)] = [(n2 + n + 1)]/[n(n + 1)2]. (2)
 Porém:
 [(n2 + n + 1)]/[n(n + 1)2] > (n2 + n)/n(n + 1)2 = [n.(n+1)]/[n.(n+1)2] = 1/(n + 1)
 (3)
 De (2) e (3) 2 – [(1/n) –1/(n + 1)2] < 2 - 1/(n +1) (4).
 Portanto, de (1) e (4), por transitividade,
 1 + 1/4 + 1/9 + ... + 1/n2 + 1/(n + 1)2 < 2 - 1/(n +1). cqd.
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(g) a + aq + aq2 + ... + aqn = a(qn + 1 – 1)/(q – 1) (q 1) , n N.
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 2: S = a + aq + aq2 .(1)
 Temos ainda que: S = a(q2+1 – 1)(q – 1) = a(q3 – 1)/(q – 1) =
 = a(q2 + q + 1)(q – 1)/(q – 1) = aq2 + aq + a = a + aq + aq2. (2)
 De (1) e (2)conclui-se que: a igualdade é válida para n = 2.
 (2) Hipótese a + aq + aq2 + ... + aqn = a(qn + 1 – 1)/(q – 1)
 (3) Provar que a + aq + aq2 + ... + aqn + aqn + 1 = a(qn + 2 – 1)/(q – 1)
 Demonstração:
 a + aq + aq2 + ... + aqn + aqn + 1 = a(qn + 1 – 1)/(q – 1) + aqn + 1 = [aqn+1 – a +
 aqn+1(q – 1)]/(q – 1) =
 = (aqn + 1 – a + aqn + 2 – aqn+1)/(q – 1) = (aqn+2 – 1)/(q – 1). c.q.d.
 CAPÍTULO 2 – Questão 2
 2 – Demonstrar por “indução matemática”.
 (a) 2n < 2n + 1, n N.
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 1: 21 = 2 < 21 + 1 = 22 = 4. Como 21 < 22 a proposição é verdadeira
 para n =1.
 (2) Hipótese: 2n < 2n + 1.
 (4) Provar 2n + 1 < 2n + 2.
 Demonstração:
 Por hipótese 2n < 2n + 1 2.2n < 2.2n + 1 2n + 1 < 2n + 2. c.q.d.
 (b) 2n > n2, n > 5 .
 SOLUÇÃO
 (1) É verdade para n = 5, pois 25 = 32 e 52 = 25.
 (2) Hipótese: 2n > n2.
 (3) Provar 2n + 1 > (n + 1)2
 Demonstração: - Provemos inicialmente que 2n > 2n + 1, para n > 5.
 Esta proposição é verdadeira para n = 5, pois 25 > 10 + 1 = 11.
 Supondo verdadeira para n, 2n > 2n + 1, devemos ter 2n + 1 > 2.(n + 1) + 1 = 2n
 + 3.
 Ora, 2n > 2n + 1 (hipótese) e 2n > 2 para n > 1.
 Somando membro a membro, 2n + 2n > 2n + 1 + 2 2.2n > 2n + 3
 2n+1 > 2n + 3. Portanto 2n > 2n + 1, para n > 5.
 Retornando à demonstração do enunciado:
 Pela hipótese 2n > n2 e conforme demonstrado, 2n > 2n + 1.
 Somando membro a membro essas igualdades, concluímos:
 2n + 2n > n2 + 2n + 1 2n + 1 > (n + 1)2. cqd.
 (c) 2n > n3, n > 10 .
 SOLUÇÃO
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(1) É verdade para n = 10 pois 210 = 1024 e 103 = 1000.
 (2) Hipótese: 2n > n3
 (3) Provar que 2n + 1 > (n + 1)3.
 Demonstração:
 2n + 1 > (n + 1)3 2n2 = 2n + 2n > (n3 + 3n2 + 3n + 1) 2n + 2n > (n3) + (3n2 +
 3n + 1).
 Pela hipótese 2n > n3.
 Provemos então que 2n > 3n2 + 3n + 1. (i)
 Esta propriedade é válida para n = 10, pois 210 = 1024 e 3n2 + 3n + 1 = 331.
 Supondo válida para n, provemos para n + 1, isto é
 2n + 1 > 3.(n + 1)2 + 3.(n + 1) + 1= 3n2 + 9n + 7
 2n + 2n > (3n2) + (9n + 7) (ii).
 Esta desigualdade é válida pois 2n > n3 (por hipótese) e n3 > 2n2 para n > 10 e 2n
 > 9n + 7 (iii).
 Devemos provar ainda que 2n > 9n + 7 para n > 10.
 É verdade para n = 10 pois 210 = 1024 e 9n + 7 = 97.
 Supondo 2n > 9n + 7, devemos ter ainda 2n + 1 > 9.(n + 1) + 7 = 9n + 7 + 9.
 Esta desigualdade é verdadeira pois pela hipótese 2n > 9n + 7 e 2n > 9 para n >
 10.
 Assim, as afirmativas em (iii), (ii) e (i) são verdadeiras.
 Portanto, a propriedade inicial é válida para todo n inteiro, maior ou igual a 10. cqd
 (d) 4n > n4 , n > 5.
 SOLUÇÃO
 (1) é verdade para n = 5, pois 45 = 1024 e 54 = 625 .
 (2) hipótese: 4n > n4
 (3) Provar que 4n + 1 > (n + 1)4
 Demonstração
 Pelo que foi visto no item (b) (2n + 1) > (n + 1)2 para todo n. Portanto é válida
 para n > 5. Se primeiro termo é maior que o segundo, seus quadrados mantém a
 mesma relação de ordem. Portanto, (2n + 1) (2n + 1) > (n + 1)2 (n + 1)2 4n +
 1 > (n + 1)4 c. q. d.
 (e) n! > n2 , n > 4
 SOLUÇÃO
 (1) Para n = 4, temos 4! = 4.3.2.1. = 24 e 42 = 16. Portanto, 4! > 42.
 (2) Hipótese: n! > n2.
 (3) Provar (n + 1)! > (n + 1)2
 Conforme demonstrado anteriormente temos:
 2n > 2n + 1. Como n.n! > n! > n2 (hipótese), conclui-se que n.n! > 2n + 1.
 Somando as desigualdades n! > n2 e n.n! > 2n + 1, resulta: n.n! + n! > n2 + 2n +
 1
 (n + 1)n! > (n + 1)2
 (n + 1)! > (n + 1)2. c.q.d.
 (f) n! > n3 , n > 6
 SOLUÇÃO
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(1) Para n = 6 , 6! = 6.5.4.3.2.1. = 721 e 63 = 216. O desigualdade é válida para n
 = 6.
 (2) Hipótese: n! > n3
 (3) Provar que (n + 1)! > (n + 1)3 (n + 1)! > n3 + 3n2 + 3n + 1
 (n + 1).n! > n3 + 3n2 + 3n + 1 n.n! + n! > n3 + 3n2 + 3n + 1
 Demonstração:- Temos que n.n! > n! . De acordo com a hipótese, n! > n3, pode-se
 concluir que n.n! > n3.
 Assim, devemos ter n.n! + n! > n! + n! > n3 + n3 . Se comprovado que n3 > 3n2 +
 3n + 1, teremos comprovado o indicado no item (3),
 Demonstremos então que n3 > 3n2 + 3n + 1.
 A propriedade é válida para n > 6, pois 63 = 216 > 3.62 + 3.6 + 1 = 106 + 18 + 1
 = 125.
 Suponhamos que n3 > 3n2 + 3n + 1 e provemos que (n + 1)3 > 3(n + 1)2 + 3(n
 +1) + 1
 (i) (n + 1)3 = n3 + 3n2 + 3n + 1 e (ii) 3.(n + 1)2 + 3.(n + 1) = 3n2 + 6n + 3 + 3n
 + 3 = (3n2 + 3n + 1) + 6n + 5.
 Subtraindo, (i) – (ii) resulta
 (n + 1)3 – 3.(n+1)2 + 3.(n + 1) = n3 – (6n + 5). (iii)
 n3 – (6n + 5) é menor que zero para n > 6 , ou n3 > (6n + 5) (iv), pois
 63 = 216 > 6.6 + 5 = 41.
 Supondo n3 > 6n + 5 provemos que (n+1)3 > 6(n + 1) + 5 = 6n + 11
 Temos que 3n2 > 6 (v) pois, o menor valor de n é 6 e 3.62 = 108 > 6.
 Ora, (n + 1)3 = n3 + 3n2 + 3n + 1 > n3 + 3n2. De acordo com (iv) e (v), podemos
 concluir que
 (n + 1)3 > n3 + 3n2 > 6n + 5 + 6 = 6n + 11.
 Portanto, (n + 1)3 > 3n2 + 3n + 1.
 Assim,
 (n +1)! = n.n! + n! > n! + n! > n3+ n3 > n3 + 3n2 + 3n + 1 = (n + 1)3. c.q.d.
 CAPÍTULO 2 – Questões 3 a 5
 3 – Demonstrar por “indução matemática”:
 Nota:- o simbolismo 2 | x é usado para indicar que 2 divide x ou x é múltiplo de 2.
 Portanto: 2 | x x = 2q. Ou seja, existe um inteiro q, tal que 2.q = x.
 (a) 2 | (3n – 1), n N.
 SOLUÇÃO
 (1) A propriedade é válida para n = 1, pois 3.1 – 1 = 2 e 2 é múltiplo de 2.
 (2) Hipótese: 2 | 3n – 1 ou q, tal que 3n – 1 = 2q, sendo q um inteiro positivo.
 (3) Provar que 2 | 3n + 1 – 1.
 Demonstração:
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De acordo com a hipótese, 3n – 1 = 2q 3.(3n – 1) = 2q.3 3.3n – 3 = 6q
 3n+1 – 1 = 6q – 2 3n+1 – 1 = 2.(3q – 1).
 Como q > 1 e que é um inteiro positivo, 3q – 1 é um número inteiro positivo.
 Portanto
 “existe um inteiro positivo que multiplicado por 2, resulta em 3n +1 – 1".
 Como a proriedade é válida para n + 1 ela é válida para todo n N. c.q.d.
 (b) 6 | n3 – n, n N.
 SOLUÇÃO
 (1) A propriedade é válida para n = 1, pois 13 – 1 = 0 e 0 é divisível por 6.
 (2) Hipótese 6 | n3 – n q inteiro, tal que n3 – n = 6q.
 (3) Provemos que 6 | (n + 1)3 – (n + 1).
 Demonstração:
 (n + 1)3 – (n + 1) = n3 + 3n2 + 3n + 1 – n – 1 = (n3 – n) + (3n2 + 3n) = 6q +
 3n(n + 1). (i)
 n e n + 1 são dois inteiros consecutivos, portanto, um dos dois é par.
 Se n for par então n = 2q’ e 3n(n + 1) = 3.2q’(n + 1) = 6q’(n + 1) = 6q’’ 3n(n +
 1) é múltiplo de 6.
 Se n + 1 for par, n + 1 = 2q’ e 3n(n + 1) = 3n.2q’ = 6q’’ 3n(n +1) = 6q’’
 3n(n + 1) é múltiplo de 6.
 Assim, teremos para a igualdade (i),
 (n + 1)3 – (n + 1) = 6q + 6q’’ = 6.(q + q’’) (n + 1)3 – (n + 1) é múltiplo de 6.
 Como a relação é válida para o sucessor (n + 1) de n, a relação é válida para todo n natural.
 (c) 5 | (8n – 3n), n N.
 SOLUÇÃO
 (1) A relação é verdadeira para n = 1 pois 81 – 31 = 8 – 3 = 5. 5 é múltiplo de 5.
 (2) Hipótese: 5 | (8n – 3n) (8n – 3n) = 5q, q inteiro.
 ( 3 ) Provemos que 5 | (8n + 1 - 3n + 1).
 Demonstração:-
 8n + 1 - 3n + 1 = 8.8n – 3.3n = 8.8n – (8 – 5)3n = 8.8n – 8.3n + 5.3n = 8.(8n – 3n) +
 5.3n .
 5.3n é múltiplo de 5 pois 3n é um número inteiro è 5.3n = 5q’.
 (8n – 3n) = 5q, de acordo com a hipótese.
 Desta forma, podemos escrever para a expressão anterior:
 8n + 1 - 3n + 1 = 8.5q + 5q’ = 5.(8q + q’). Sendo q e q’ inteiros, 8q + q’ também é
 inteiro. Portanto,
 8n + 1 - 3n + 1 = 5.q’ 8n + 1 - 3n + 1 é múltiplo de 5.
 Como a relação é válida para o sucessor (n + 1) de n, a relação é válida para todo n natural.
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(d) 24 | (52n – 1), n N.
 SOLUÇÃO
 (1) A relação é verdadeira para n = 1, pois 52.1 – 1 = 25 – 1 = 24 que é múltiplo de
 24.
 (2) Suponhamos que 24 | (52n – 1), n N, e
 (3) Provemos que 24 | (52(n + 1) – 1) = (52n + 2 – 1).
 Demonstração:
 52n + 2 – 1 = 52.52n – 1 = (24 + 1)52n – 1 = 24.52n + 52n – 1 = (24.52n) + (52n – 1)
 = 24q + 24q’ pois (52n – 1) é múltiplo de 24 de acordo com a hipótese.
 Portanto: 52n + 2 – 1 = 24(q + q”) è 24 divide 52n + 2 – 1.
 Como a relação é válida para o sucessor (n + 1) de n, a relação é válida para todo n natural.
 (e) 7 | (23n – 1), n N.
 SOLUÇÃO
 (1) A relação é verdadeira para n = 1 pois: 23.1 – 1 = 8 – 1 = 7 que é múltiplo de
 7.
 (2) Suponhamos que 7 | (23n – 1), n N, e
 (3) Provemos que 7 | (23(n + 1) – 1) = (23n + 3 – 1).
 Demonstração:
 (23n + 3 – 1) = 23.23n – 1 = 8.23n – 1 = (7 + 1)23n – 1 = (7.23n) + (23n – 1) = 7q +
 7q’ pois (23n – 1) é múltiplo de 7 conforme hipótese.
 Portanto, (23n + 3 – 1) = 7(q + q’) ou seja 7 | (23n + 3 – 1) .
 Como a relação é válida para o sucessor (n + 1) de n, a relação é válida para todo n natural
 (f) 8 | 32n + 7, n N.
 SOLUÇÃO
 (1) a relação é verdadeira para n = 1 pois 32n + 7 = 9 + 7 = 16 que é múltiplo de
 8.
 (2) suponhamos verdadeira para n, ou seja 8 | 32n + 7, e
 (3) provemos que a relação é valida para n + 1, ou seja 8 | 32.(n + 1) + 7 = 32n + 2 +
 7.
 Demonstração:
 32n + 2 + 7 = 32.32n + 7 = 9.32n + 7 = (8 + 1)32n + 7 = (8.32n) + (32n + 7) = 8q +
 8q’ = 8(q + q”) pois 8 | (32n + 7) de acordo com a hipótese.
 Como a relação é válida para o sucessor (n + 1) de n, a relação é válida para todo
 n natural
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4 – Demonstrar que 10n + 1 – 9n – 10 é um múltiplo de 81 para todo inteiro positivo
 n.
 SOLUÇÃO
 Provemos inicialmente que 10n – 1 – 1 é um múltiplo de 9.
 - A propriedade é verdadeira para n = 1 pois 100 – 1 = 1 – 1 = 0 é múltiplo de
 nove.
 - Suponhamos verdadeira para n, isto é 10n – 1 – 1 é um múltiplo de 9.
 - Provemos que a propriedade é verdadeira para o sucessor de n, ou seja
 10n - 1 + 1 – 1 = 10n – 1 é múltiplo de 9.
 Temos 10n – 1 = 10.(10n-1) – 1 = (9 + 1)10n – 1 – 1 = (9.10n - 1 )+ (10n - 1 – 1) = 9q
 + 9q’ (de acordo com a hipótese).
 Portanto, 10n – 1 – 1 é múltiplo de 9.
 Demonstremos a propriedade inicial.
 (1) A propriedade é válida para n = 1, pois 101 + 1 – 9.1 – 10 = 100 – 9 – 10 = 81
 que é múltiplo de 81.
 (2) Suponhamos que a propriedade é válida para n, isto é 10n + 1 – 9n – 10 é
 múltiplo de 81.
 (3) Provemos que ela é válida para o sucessor de n, ou seja
 10n + 2 – 9.(n + 1) – 10 é múltiplo de 81.
 Temos que: 10n + 2 – 9.(n + 1) – 10 = 10.10n + 1 – 9n – 9 – 10 = (9 + 1)10n + 1 – 9n
 – 9 - 10 =
 = (9.10n + 1 – 9) + (10n + 1 – 9n - 10 ) = 9.(10n + 1 – 1) + (10n + 1 – 9n - 10 ).
 Conforme foi demonstrado acima (10n + 1 – 1) é múltiplo de 9. Disto resulta 9(10n +
 1 – 1) = 9.9q = 81q.
 Pela hipótese a segunda expressão da igualdade acima é um múltiplo de 81, ou
 seja (10n + 1 – 9n - 10 ) = 81q’.
 Desta forma 10n + 2 – 9.(n + 1) – 10 = 81q + 81q’ = 81(q + q’) que é um múltiplo
 de 81.
 5 – Demonstrar que n3/3 + n5/5 + 7n/15 é um inteiro positivo para todo n N.
 SOLUÇÃO
 (1) A propriedade é válida para n = 1, pois (1/3) + (1/5) + (7/15) = (5/15) +
 (3/15) + (7/15) = 15/15 = 1 que é um inteiro.
 (2) Suponhamos que e provemos que a propriedade á valida para o sucessor de n,
 isto é:
 n3/3 + n5/5 + 7n/15 é um inteiro positivo para todo inteiro positivo N.
 (3) Provemos, então, que (n+1)3/3 + (n+1)5/5 + 7.(n+1)/15 Temos então
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= [(n3/3) + (n5/5) + (7n/15)] + (1/3 + 1/5 + 1/15) + (n2 + n + n + n4 + 2n3 +
 2n2 + n). (i)
 [(n3/3) + (n5/5) + (7n/15)] é um inteiro de acordo com a hipótese.
 (1/3 + 1/5 + 1/15) = 1 inteiro
 (n2 + n + n + n4 + 2n3 + 2n2 + n) é inteiro por ser uma soma de inteiros.
 Portanto, a soma anterior (i) é um inteiro, c.q.d.
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CAPÍTULO 3 - Questões 1 a 3
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3 – Usando o símbolo de somatório, escrever as seguintes expressões
 (a) a1b2 + a2b3 + a3b4 + a4b5.
 Solução:- Observe que o índice de “a” varia de 1 a 4 e o de b é sempre 1 a mais. Portanto,
 (b) 3.4.5 + 4.5.6 + 5.6.7 + .... + k(k + 1)(k + 2)
 Resposta:
 Observe que o primeiro termo foi indicado por n e ele varia de 3 a k.
 (c) a21b13 + a22b23 + a23b33 + a24c43 + a25b53
 Solução:- Observando os índices verifica-se que o primeiro índice de “a” é sempre
 2 e o segundo índice de “b” é sempre 2. O segundo índice de “a” e o primeiro de “b” variam, ambos, de 1 até 5.
 CAPÍTULO 3 - questões 4 a 7
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4 – Dizer se é verdadeiro (V) ou falso (F):
 Resposta: (F), pois (2 + 1)+(2 + 2) + ...(2 + n) = 2n +
 (1 + 2 + 3 + ...+ n) 2 + (1 + 2 + 3 + ... + n).
 Resposta:- (V) , pois (a12.a2
 2.a32 ... an
 2) = (a1.a2.a3 ...
 an) 2
 Resposta:- (F) pois a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + a5 só será igual a a1 + a2 + a3 + a4 +
 a5 se a0 for igual a zero.
 6 – Demonstrar as seguintes propriedades dos números triangulares:
 (a) Um número é triangular se e somente se é da forma n(n + 1)/2, onde n é um inteiro positivo.
 Demonstração:- Devemos provar que:(1) um número triangular tem a forma n(n +
 1)/2, e, (2) um número da forma n(n + 1)/2 é triangular.
 (1) De acordo com a definição um número triangular, ele constitui a terceira coluna
 do triângulo de Pascal. Sua forma é
 Portanto, um
 número triângular tem a forma n(n +1)/2. (2) Provemos agora que se um certo
 número N da forma n(n + 1)/2 é um número triangular.
 .cqd.

Page 29
                        
                        

(b) O inteiro n é um número triangular se e somente se 8n + 1 é um quadrado
 perfeito.
 Demonstração:- Se n é um número triangular, então existe um inteiro m, tal que n
 = m(m + 1)/2.
 Tem-se: n = m(m + 1)/2 n = (m2 + m)/2 2n = m2 + m m2 + m – 2n
 = 0.
 As raízes dessa equação são
 Portanto, a raiz m será um
 inteiro positivo se e somente se 8n + 1 for um quadrado perfeito. Cqd.
 (c) Se n é um número triangular, então 9n + 1, 25n + 3 e 49n + 6 também são
 números triangulares. Solução: se n é triangular, então existe k, tal que
 conforme exercício6 letra “a”.
 (i) Para 9n + 1: 9n + 1 = 9[(k)(k + 1)/2 + 1 = (9k2 + 9k + 2)/2 = (3k + 1)(3k +
 2)/2 . Fazendo 3k + 1 = K’, resulta:
 (ii) Para 25n
 + 3: 25n + 3 = 25. k(k + 1)/2 + 3 = (25k2 + 25k + 6)/2 = (5k + 2)(5k + 3)/2 .
 Fazendo 5k + 3 = K’, resulta:
 (iii) Para 49n + 6 : 49n + 6 = 49.k(k + 1)/2 + 6 = (49k2 + 49k + 12)/2 = (7k +
 3)(7k + 4)/2. Fazendo 7k + 3 = K’, resulta
 7 – Na seqüência dos números triangulares achar:
 (a) dois números triangulares cuja soma e cuja diferença também sejam números
 triangulares;
 (b) três números triangulares consecutivos cujo produto seja um quadrado
 perfeito;
 (c) três números triangulares consecutivos cuja soma seja um quadrado perfeito.
 SOLUÇÃO: A solução pode ser feita observando a seqüência dos números
 triangulares.
 Conforme visto em exercícios anteriores, os números triangulares têm a forma n.(n
 + 1)/2.
 Assim, temos a lista dos números triangulares: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78... (n)(n+1)/2, da qual se obtém:
 Resposta:- (a) os números são: 21 e 15
 (b) Temos 6 x 10 x 15 = 900 que é um quadrado perfeito. (c) Temos 15 + 21 + 28 = 64 é um quadrado perfeito.
 CAPÍTULO 3 - Questões 8 a 10
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8 – Demonstrar que
 Solução:- A soma indicada corresponde à soma dos coeficientes de (a – b)n.
 Fazendo a = b, temos (a – a)n = 0n = 0. Cqd.
 Solução: a
 proposição é verdadeira para n = 1 pois
 Suponhamos que a propriedade seja válida para n, e provemos que é também
 válida para n + 1. Isto é, provemos que:
 pois a expressão entre parênteses é igual à soma dos coeficientes de (x + a)n.
 Assim, a propriedade é válida para (n + 1). Portanto, é válida para todo n > 1.
 Solução:-
 Desenvolvendo (a + 2)n, temos
 Fazendo a = 1, a soma
 acima corresponderá à (1 + 2)n = 3n. Cqd.
 A proposição é verdadeira
 para n = 2 pois
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Suponhamos que a propriedade é verdadeira para n e provemos que a mesma é
 válida para n + 1. Isto é, provemos que
 De acordo com a hipótese
 podemos escrever:
 = (n +
 1)n(n – 1)/3! + (n + 1)n/2! = [(n + 1)(n)(n – 1) + 3(n + 1)n]/3! = (n + 1)n[(n
 – 1) + 3]/3! = (n + 2)(n + 1)n/3! = Como a propriedade é verdadeira
 para n + 1, então ela é válida para todo n > 2.
 09 – Calcular o termo independente de x no desenvolvimento de (x + 2/x)9.
 Solução:- O termo geral do desenvolvimento do binômio (x + a)m é dado por
 Aplicando para a expressão dada temos:
 Como desejamos o termo independente de x, o coeficiente não irá influenciar no
 expoente de “x” . Esse termo deverá ter x0 para que seja independente de x. Portanto: x 1/2(9 – p) (1/x)p = x0 (1/2)(9 – p) + (-p) = 0 9 – p – 2p = 0 p =
 3. O termo independente é então:
 10 – No desenvolvimento de ( a + b)n os coeficientes do 3º e 8º termos são iguais.
 Calcular n.
 SOLUÇÃO:- Se os coeficientes do 3º e 8º são iguais então eles são eqüidistantes do
 extremos.
 Como antes do terceiro existem 2 termos, devemos ter então 2 termos após o
 oitavo. Portanto, o desenvolvimento de (a + b)n tem 10 termos, de onde se conclui
 que n = 9, pois o desenvolvimento tem um termo a mais que o expoente. Resposta:- n = 9.
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CAPÍTULO 4 - Questões 1 a 10
 01 – Mostrar que se a | b, então (-a) | b, a | (-b) e (-a) | (-b).
 Solução: Se a | b então q Z | b = aq.
 (i) b = aq b = (-1)(-1)aq = (-1)a. (-1)q = (-a)(-q).
 Como q Z, (-q) também pertence a Z. Portanto, (-q) Z | b = (-a).(-q) (-a)
 | b. (ii) b = aq (-1)b = (-1)aq (-b) = a(-q). Conforme justificado acima, a | (-b).
 (iii) b = aq (-1)b = (-1)aq (-b) = (-a).q (-a) | (b). Conforme justificativa
 em (i)
 02 – Sejam a, b e c inteiros. Mostrar que:
 (a) se a | b, então a | bc.
 Solução:- a | b b = aq, q Z bc = aqc bc = a(qc).
 Se q e c são inteiros, qc é inteiro (multiplicação em Z). Portanto, existe um inteiro (qc) tal que bc = a(qc) a | bc. Cqd
 (b) se a | b e se a | c, então a2 | bc.
 Solução:
 a | b b = aq, q Z (I)
 a | c c = aq’, q’ Z (II).
 Multiplicando as igualdades obtidas em I e II, resulta bc = a2(qq’). Como q e q’
 são inteiros, qq’ é inteiro.
 Assim, existe o inteiro qq’, tal que bc = a2(qq’). Portanto, a2 | bc. Cqd.
 (c) a | b se e somente se ac | bc (c 0).
 Solução:-
 a | b b = aq bc = aqc (a implicação nos dois sentidos só é válida para c 0)
 bc = (ac) q
 ac | bc. Cqd.
 03 – Verdadeiro ou falso: se a | (b + c), então a | b ou a | c.
 Solução: a afirmativa é falsa pois 3 | 9 3 | (4 + 5), mas 3 4 e 3 5. ( -
 não divide).
 04 – Mostrar que, se a é um número inteiro qualquer, então um dos inteiros a, a +
 2, a + 4 é divisível por 3.
 Solução:- De acordo com o algoritmo da divisão, a = 3q ou a = 3q + 1 ou a =
 3q + 2. Isto é, os restos da divisão por 3 somente podem ser 0, 1 ou 2.
 Se a = 3q, está comprovada a hipótese. Se a = 3q + 1, então a + 2 = 3q + 2 + 1 = 3q + 3 = 3(q + 1) a + 2 é divisível
 por 3. Se a = 3q + 2, então a + 1 = 3q + 2 + 1 = 3q + 3 = 3(q + 1) a + 1 é divisível
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por 3.
 Portanto, uma das três formas será divisível por 3.
 05 – Sendo a um inteiro qualquer, mostrar:
 (a) 2 | a(a + 1).
 Solução:- pelo algoritmo da divisão, a = 2n ou a = 2n + 1. Se a = 2n, então a (a + 1) = 2n(2n + 1) = 2[n(2n+1)] = 2q 2 |a(a + 1).
 Se a = 2n + 1, então a(a + 1) = (2n + 1)(2n + 1 + 1) = (2n + 1)(2n + 2) = 2(n + 1)(2n + 1) = 2q 2 | a(a + 1).
 Portanto, qualquer que seja a, 2 | a(a + 1). Cqd.
 (b) 3 | a(a + 1)(a + 2) .
 Solução:- Pelo algoritmo da divisão, a = 3n ou a = 3n + 1 ou a = 3n + 2.
 Se a = 3n, a(a + 1)(a + 2) = 3n(3n + 1)(3n + 2) = 3[n(n + 1)(n + 2)] = 3q 3
 | a(a + 1)(a + 2)
 Se a = 3n + 1, a(a + 1)(a + 2) = (3n + 1)(3n + 1 + 1)(3n + 1 + 2) = (3n +
 1)(3n + 2)(3n + 3) = = (3n + 1)(3n + 2)3(n + 1) = 3[(3n + 1)(3n + 2)(n + 1)] 3 | a(a + 1)(a + 2)
 Se a = 3n + 2, a(a + 1)(a + 2) = (3n + 2)(3n + 2 + 1)(3n + 2 + 2) = (3n +
 2)((3n + 3)(3n + 4) =
 = (3n + 2)3(n + 1)(3n + 4) = 3[(3n +2)(n + 1)(3n + 4)] = 3q 3 | a(a + 1)(a +
 2). Portanto, qualquer que seja a, 3 | a(a + 1)(a + 2). Cqd.
 06 – Mostrar que um inteiro qualquer da forma 6k + 5 também é da forma 3k + 2.
 Solução:- Se n = 6k + 5 = 6k + 3 + 2 = 3 (k + 3) + 2 = 3k’ + 2 n é da forma
 3k + 2. Cqd.
 07 – Mostrar que todo inteiro ímpar é da forma 4k + 1 ou 4k + 3.
 Solução:- Seja n um número inteiro. Pelo algoritmo da divisão n = 4k ou n = 4k +
 1 ou n = 4k + 2 ou n = 4k + 3. Se n = 4k, então n = 2(2k) n é par.
 Se n = 4k + 1, então n = 2(2k) + 1 n = 2k’ + 1 2 | n n é ímpar.
 Se n = 4k + 2, então n = 2(2k + 1) n = 2k’ n é par.
 Se n = 4k + 3, então n = 4k + 2 + 1 = 2(2k + 1) + 1 n = 2k’ + 1 n é impar.
 Portanto, n é ímpar se apresentar uma das formas 4k + 1 ou 4k + 3. Cqd.
 08 – Mostrar que o quadrado de um inteiro qualquer é da forma 3k ou 3k + 1.
 Solução:- De acordo com o algoritmo da divisão n = 3k’ ou n = 3k’ + 1 ou n =
 3k’ + 2.
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Assim,
 Se n = 3k’, então : n2 = 9k’ = 3(3k’) = 3k
 Se n = 3k’ + 1, então: n2 = (3k’ + 1)2 = 9k’2 + 6k’ + 1 = 3(3k’2 + 2k’) + 1 = 3k +
 1.
 Se n = 3k’ + 2, então, n2 = (3k’ + 2)2 = 9k’2 + 12k’ + 4 = 9k’2 + 12k’ + 3 + 1 =
 3(3k’2 + 4k’ + 1) + 1 = 3k + 1. Portanto, n2 terá uma das formas, 3k ou 3k + 1.
 09 – Mostrar que o cubo de um inteiro qualquer é de uma das formas 9k, 9k + 1 ou
 9k + 8.
 Solução:- Temos n = 3k’ ou n = 3k’ + 1 ou n = 3k’ + 2.
 Se n = 3k’, então n3 = (3k’)3 = 27k’3 = 9(3k’3) = 9k.
 Se n = 3k’ + 1, então n3 = (3k’ + 1)3 = (3k’)3 + 3.(3k’)2.1 + 3(3k’)12 + 13 = 27k’3
 + 27k’2 + 9k’ + 1 =
 = 9(3k’3 + 3k’2 + k’) + 1 = 9k + 1.
 Se n = 3k’ + 2, então n3 = (3k’)3 + 3.(3k’)2.2 + 3(3k’)22 + 23 =
 = 27k’3 + 54k’2 + 36k’ + 8 = 9(3k’3 + 6k’2 + 4k’) + 8 = 9k + 8. Portanto, o cubo de um inteiro tem uma das formas: 9k, 9k + 1 ou 9k + 8.
 10 – Mostrar que n(n + 1)(2n + 1)/6 é um inteiro, qualquer que seja o inteiro
 positivo n.
 Solução: Devemos provar que 6 | n(n + 1)(2n + 1).
 (1º) Qualquer que seja n (n + 1) é múltiplo de 2, ou seja 2 |n(n + 1) pois,
 pelo algoritmo da divisão, n = 2k ou n = 2k + 1.
 Se n = 2k, 2 | n 2 | (n)(n + 1)
 Se n = 2k + 1, temos que n + 1 = 2k + 1 + 1 = 2k + 2 = 2(k + 1)
 2 | (n + 1) 2 | n(n + 1).
 Portanto, qualquer que seja na 2 | n (n + 1) 2 | n(n + 1)(2n + 1).
 (2º) Qualquer se seja n, n = 3k ou n = 3k + 1 ou n = 3k + 2. Se n = 3k, 3 | n 3 | n(n + 1)(2n + 1.
 Se n = 3k + 1, 2n + 1 = 2(3k + 1) + 1 = 6k + 2 + 1 = 6k + 3 = 3(2k + 1)
 3 | (2n + 1) 3 ! n (n + 1)(2n + 1)
 Se 3 = 3k + 2, n + 1 = 3k + 2 + 1 = 3k + 3 = 3(k + 1) 3 | (n + 1) 3 | n(n
 + 1)(2n + 1).
 Portanto, qualquer que seja n, 3 | n (n + 1)(2n + 1).
 Se 2 | n (n + 1)(2n + 1) e 3 | n (n + 1)(2n + 1), 6 | n(n + 1)(2n + 1) pois 2 e 3
 são primos entre si.
 Assim, q, inteiro tal que n(n + 1)(2n + 1) = 6q ao dividir n (n + 1)(2n + 1)
 por 6 , o resultado é o inteiro q. Cqd.
 CAPÍTULO 4 - Questões 11 a 20
 11 – Mostrar que se a | (2x – 3y) e se a | (4x – 5y), então a | y.
 Solução: Se a | (2x – 3y) então, existe o inteiro q, tal que (2x – 3y) = aq
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2(2x – 3y) = 2aq 4x – 6y = 2aq. (I)
 Da mesma forma, se a | (4x – 5y), existe o inteiro q’, tal que (4x – 5y) = aq’. (II) Fazendo (II) – (I), resulta (4x – 5y) – (4x – 6y) = aq’ – 2aq
 4x – 5y – 4y + 6y = a(q’ – 2q) y = a(q’ – 2q).
 Como q’ e 2q são inteiros, (q’ – 2q) é inteiro. Portanto existe um inteiro, tal que y = ak a | y.
 12 – Sendo a e b dois inteiros quaisquer, mostrar que os inteiros a e a + 2b têm
 sempre a mesma paridade.
 Solução: Se a é par, então a = 2q, q inteiro e a + 2b = 2q + 2b = 2(q + b) = 2k, k
 inteiro (soma de dois inteiros). Portanto: a + 2b é par pois 2 | (a + 2b). Assim, a e
 a + 2b são ambos pares, isto é têm a mesma paridade.
 Se a é impar, então a = 2q + 1, q inteiro e a + 2b = 2q + 1 + 2b = 2(q + b) + 1 = 2k + 1 a + 2b é ímpar. Portanto, a e a + 2b são ambos ímpares. Têm a mesma
 paridade.
 De acordo com as duas únicas situações possíveis para “a”, a e a + 2b sempre terão a mesma paridade. Cqd.
 13 – Sendo m e n dois inteiros quaisquer, mostrar que os inteiros m + n e m – n
 têm sempre a mesma paridade.
 Solução:- Três são as possíveis situações para m e n: (1) ambos pares; (b) ambos
 ímpares e (3) um par e um ímpar.
 (1) Ambos pares m = 2k e n = 2k’.
 Temos então: m + n = 2k + 2k’ = 2(k + k’) m + n é par
 m – n = 2k – 2k’ = 2(k – k’) m – n é par
 (2) Ambos ímpares m = 2k + 1 e n = 2k’ + 1
 Temos: m + n = 2k + 1 + 2k’ + 1 = 2(k + k’ + 1) m + n é par m – n = 2k – 1 + 2k’ – 1 = 2 ( k + k’ – 2) m – n é par
 (3) Um ímpar e outro par; m = 2k + 1 e n = 2k’
 Temos: m + n = 2k + 1 + 2k’ = 2(k + k’) + 1 m + n é ímpar.
 m – n = 2k + 1 – 2k’ = 2(k – k’) + 1 m – n é ímpar.
 Assim, nas três únicas situações possíveis, m + n e m – n têm a mesma paridade.Cqd.
 14 – Determinar os inteiros positivos que divididos por 17 deixam um resto igual ao
 quadrado do quociente.
 Solução:- Seja N o inteiro positivo. Pelo algoritmo da divisão e pelas condições
 dadas, temos:
 N = 17q + q2. Como o resto é um quadrado perfeito e deve ser menor que 17, “q”
 só pode assumir um dos valores: 1, 2, 3 ou 4 pois seus quadrados são 1, 4, 9 e 16.
 Portanto, N = 17.1 + 1 = 18, ou N = 17.2 + 4 = 38, ou N = 17.3 + 9 = 60, ou N
 = 17.4 + 16 = 84. Resposta:- Os inteiros positivos são: 18, 38, 60 e 84.
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15 – Achar inteiros “a”, “b” e “c” tais que a | bc mas a b e a c.
 Solução:- Basta escolher números b e c que não sejam múltiplos de a, mas que na
 decomposição dos apareçam fatores que multiplicados resultam no valor de a.
 Eis alguns:
 6 = 2.3 . Como 6 8 e 6 15 , mas em 8 aparece o fator 2 (8 = 23) e em 15
 aparece o fator 3 (15 = 3.5) ,
 6 | 8.15. Portando: a = 6, b = 8 e c = 15 satisfaz as condições. Resposta: (6, 8,
 15)
 10 = 2.5. Como 10 12 e 10 15, mas em 12 aparece o fator 2 (12 = 22.3) e
 em 15 tem o fator 5 (15 = 3.5), 10 | 12.15. Portando a = 10, b = 12 e c = 15,
 satisfaz as condições. Resposta: (10, 12, 15) Existem infinitas soluções.
 16 – Verdadeiro ou falso: se a | c e se b | c, então a | b.
 Solução:- A afirmativa é falsa pois 2 | 6 e 3 | 6 pois 2 3.
 17 – Demonstrar:
 (a) Se “a “ é um inteiro ímpar, então 24 | a(a2 – 1).
 Solução:- Sendo a um inteiro ímpar, podemos escrever a = 2k + 1, com k inteiro.
 Assim, a(a2 – 1) = (2k + 1)[(2k + 1)2 – 1)] = (2k + 1)[(2k + 1) + 1][(2k + 1) –
 1] =
 = (2k + 1)(2k + 2)(2k) = 4k(k + 1)(2k + 1).
 Conforme foi provado no exercício 10, k(k + 1)(2k + 1) /6 é um inteiro, então k(k
 + 1)(2k + 1) = 6q. Portanto, a(a2 – 1) = 4.6q a(a2 – 1) = 24q 24 | a(a2 – 1). Cqd.
 (b) Se “a” e “b” são inteiros ímpares, então 8 | a2 – b2.
 Solução:- Se “a” e “b” são inteiros ímpares, então pode-se escrever a = 2k + 1
 e b = 2k’ + 1.
 Assim, a2 – b2 = (2k + 1) 2 - (2k’ + 1) 2 = (2k + 1 + 2k’ + 1)(2k + 1 – 2k’ – 1) =
 = (2k + 2k’ + 2)(2k – 2k’) = 2(k + k’ + 1).2(k – k’) = 4(k + k’ + 1)(k – k’).
 Se k – k’ é par , teremos: a2 – b2 = 4(k + k’ + 1)2.q = 8q(k + k’ + 1) 8 | a2 –
 b2.
 Se k – k’ é ímpar, então k + k’ também é ímpar, conforme foi demonstrado no
 exercício 13.
 Se k + k’ é ímpar, k + k’ + 1 é par. Em conseqüência: a2 – b2 =4.2q(k – k’) a2 – b2 = 8q(k – k’) 8 | (a2 – b2).
 19 – Na divisão do inteiro a = 427 por um inteiro positivo “b”, o quociente é 12 e o
 resto é r. Achar o divisor “b” e o resto “r” .
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Solução:- Pelo algoritmo da divisão temos: 427 = 12b + r .
 Dividindo 427 por 12 resulta: 427 = 12.35 + 7 uma das soluções é b = 35 e r =
 7.
 Outros valores para q são inferiores a 35, pois 12 x 36 = 432.
 Assim, 427 = 12.34 + 19, com b = 34 e r = 19
 427 = 12.33 + 31, com b = 33 e r = 31
 Como 427 : 32 é maior que 12, as únicas soluções são b = 35 e r = 7; b = 34 e r = 19; b = 33 e r = 31 .
 20 – Na divisão do inteiro 525 por um inteiro positivo o resto é 27. Achar os
 inteiros que podem ser o divisor e o quociente.
 Solução:- Como o resto é 27, 525 – 27 = 498 é múltiplo do quociente e do divisor,
 sendo que o divisor é maior 27.
 Os divisores de 498 são: 1, 2, 3, 6, 83, 166, 249 e 498. Portanto, os possíveis
 valores do divisor são: 498, 249, 166 e 83. Nestes casos, os quocientes são,
 respectivamente: 1, 2, 3, e 6.
 Resposta:- (divisor, quociente) = (498, 1), (249, 2), (166, 3), (83, 6).
 CAPÍTULO 4 - Questões 21 a 26
 21 – Na divisão de dois inteiros positivos o quociente é 16 e o resto é o maior possível. Achar os dois inteiros, sabendo-se que sua soma é 341.
 Solução:
 Sejam A, o dividendo e B o quociente. Como o resto é o maior possível, esse resto
 é B – 1.
 Pelo algoritmo da divisão, temos: A = 16B + B – 1 A = 17B – 1.
 Como A + B = 341, podemos escrever 17B – 1 + B = 341 18 B = 342 B =
 19.
 O valor de A, é então: 341 – B = 341 – 19 = 322. Resposta:- os dois números são 322 e 19.
 22 – Achar os inteiros positivos menores que 150 e que divididos por 39 deixam um
 resto igual ao quociente.
 Solução: Pelo algoritmo da divisão: A = 39q + q A = 40q A é múltiplo de 40.
 Como deve ser menor que 150, os possíveis valores desses inteiros positivos são:
 40, 80 e 120.
 Resposta: 40, 80 e 120.
 23 – Seja d um divisor de n (d | n). Mostrar que cd | n se e somente se c | (n/d).
 Solução:
 Como d | n então existe q, tal que n = qd ou n/d = q. (1)
 Se cd | n n = cdq’ . Usando a condição ( 1), conclui-se que qd = cdq’ q =
 cq’ n/d = cq’ c | (n/d).
 De outro lado se c |(n/d) então n/d = cq n = dcq n = dc(q) cd | n.
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Como de cd | n c | (n/d) e c | (n/d) cd | n, podemos concluir cd | n c
 | (n/d) ou cd | n se e somente se c | (n/d). Cqd.
 24 – Sejam n, r e s inteiros tais que 0 < r < n e 0 < s < n. Mostrar que se n | (r –
 s) então r = s.
 Solução:-
 Se n > r e s > 0 então n + r > s n > s - r
 Se n > s e r > 0 então n + s > r n > r – s.
 Como s – r = - (r – s), temos |(s – r)| = s – r ou r – s.
 Como n | (r – s) n | |r – s| nq = |r – s| existe “q” positivo ou nulo tal que
 nq = |r – s| (1) Mas, nq = |r – s| < n nq < n q é negativo ou nulo (2).
 Como que não pode ser negativo e positivo, q somente pode ser nulo |r – s| =
 nq = 0 r – s = 0 r = s. Cqd.
 25 – Mostrar que o produto de dois inteiros ímpares é um inteiro ímpar.
 Solução:-
 Se a e b são ímpares, então a = 2k + 1 e b = 2k’ + 1. Assim, a . b = (2k + 1)(2k’ + 1) = 4kk’ + 2k’ + 2k + 1 a . b = 2(2kk’ + k’ + k)
 + 1 ou seja, a . b = 2q + 1 a . b é ímpar. Cqd.
 26 – Demonstrar que se m e n são inteiros ímpares, então 8 | (m4 + n4 – 2).
 Solução: se m e n são ímpares, podemos escrever: m = 2k + 1 e n = 2k’ + 1.
 Temos então:
 m4 + n4 - 2 = (2k + 1)4 + (2k’ + 1)4 – 2 = [(2k)4 + 4(2k)3 + 6(2k)2 + 4(2k) + 1]
 + [(2k’)4 + 4(2k')3 + 6(2k’)2 + 4(2k’)+1] – 2 = 16(k4 + k’4) + 32(k3 – k’3) + 24(k2
 + k’2) + 8(k + k’) + 2 – 2 = 8[2(k4 + k’4) + 4(k3 – k’3) + 3(k2 + k’2) + (k + k’)].
 Como 2(k4 + k’4) + 4(k3 – k’3) + 3(k2 + k’2) + (k + k’)]. É um inteiro (multiplicação e adição de inteiros), podemos escrever: m4 + n4 - 2 = 8q, q inteiro 8 | m4 + n4
 - 2. Cqd.
 CAPÍTULO 4 - Questões 27 a 34
 27 – Demonstrar que 30 | (n5 – n)
 Solução:
 n5 – n = n(n4 – n) = n(n2 – 1)(n2 + 1) = n(n + 1)(n –1)(n2 + 1).
 n(n + 1) é múltiplo de 2 conforme exercício 5, letra (a).
 Portanto: n(n + 1)(n + 2) (n2 + 1) é múltiplo de 2.
 n(n + 1)(n – 1) é múltiplo de 3.
 Temos n = 3k ou n = 3k + 1 ou n = 3k + 2.
 Se n = 3k, n é múltiplo de 3 n(n + 1)(n – 1) é múltiplo de 3.
 Se n = 3k + 1, n – 1 = 3k + 1 – 1 = 3k , n – 1 é múltiplo de 3 n(n + 1)(n – 1)
 é múltiplo de 3.
 Se n = 3k + 2, n + 1 = 3k + 3 = 3(k + 1) , n + 1 é múltiplo de 3 n(n + 1)(n –
 1) é múltiplo de 3.
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n(n + 1)(n – 1)(n2 + 1) é múltiplo de 5.
 Temos n = 5k, ou n = 5k + 1, ou n = 5k + 2 ou n = 5k + 3 ou n = 5k + 4. Se n = 5k, n é múltiplo de 5 n(n + 1)(n – 1)(n2 + 1) é múltiplo de 5.
 Se n = 5k + 1, n – 1 = 5k, n – 1 é múltiplo de 5 n(n + 1)(n – 1)(n2 + 1) é
 múltiplo de 5. Se n = 5k + 2, n2 + 1 = 25k2 + 20k + 4 + 1 = 5(5k2 + 2k + 1) n2 + 1 é múltiplo
 de 5 n(n + 1)(n – 1)(n2 + 1) é múltiplo de 5.
 Se n = 5k + 3 , n2 + 1 = 25k2 + 30k + 9 + 1 = 5(5k2 + 6k + 2) n2 + 1 é
 múltiplo de 5 n(n + 1)(n – 1)(n2 + 1) é múltiplo de 5.
 Se n = 5k + 4, n + 1 = 5k + 4 + 1 = 5k + 5 = 5(5k + 1) n + 1 é múltiplo de 5
 n(n + 1)(n – 1)(n2 + 1) é múltiplo de 5.
 Pelo visto acima, qualquer que seja n, n (n + 1)(n – 1)( n2 + 1) = n5 - n é múltiplo
 de 2, de 3 e de 5. Portanto é também múltiplo de 2.3.5 = 30.
 Assim, 30 | (n5 – n). Cqd
 28 – Mostrar que, para todo inteiro n, existem inteiros k e r tais que n = 3k + r e r
 = -1, 0, 1.
 Solução:- Pelo algoritmo da divisão, n = 3k ou n = 3k + 1 ou n = 3k + 2.
 Se n = 3k, r = 0. Se n = 3k + 1, r = 1.
 Se n = 3k + 2, podemos escrever n = 3(k’ – 1) + 2 = 3k’ – 3 + 2 = 3k’ – 1 r
 = -1.
 29 – Mostrar que (1 + 2 + . . . + n) | 3(12 + 22 + . . . + n2) para todo n > 1.
 Solução:- De acordo com o exercício nº 1, letra “a”, capítulo 2, 12 + 22 + . . . + n2 =
 = (n/6)(n + 1)(2n + 1) 3(12 + 22 + . . . + n2) = (1/2)(n)(n + 1)(2n + 1).
 Mas, (1/2)n(n + 1) = (1 + 2 + 3 + . . . + n).
 Assim, temos 3(12 + 22 + . . . + n2) = (1 + 2 + 3 + . . . + n)(2n + 1).
 Como (2n + 1)(1 + 2 + 3 + . . . + n) | 3(12 + 22 + . . . + n2) Cqd.
 30 – Mostre que todo inteiro ímpar, quadrado perfeito, é da forma 4n + 1.
 Solução:
 n não pode ser par pois n2 seria da forma (2k)2 = 4k2 que também é par.
 Portanto, n só pode ser impar para que seu quadrado seja ímpar.
 Assim, n é da forma 2k + 1.
 Neste caso teremos n2 = (2k + 1) 2 = 4k2 + 4k + 1 = 4(k2 + k) + 1 o que permite
 concluir que
 n2 é da forma 4n + 1. Cqd.
 31 – Na divisão de 392 por 45, determinar:
 (a) o maior inteiro que se pode somar ao dividendo sem alterar o quociente.
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Solução:- 392 = 45.8 + 32. Como o maior resto possível é 44, pode-se somar 44
 – 32 = 12. Resposta: 12
 (b) o maior inteiro que se pode subtrair ao dividendo sem alterar o quociente.
 Solução:- o menor resto possível dessa divisão é zero. Portanto, pode-se subtrair
 32. Resposta: 32.
 32 – Numa divisão de dois inteiros, o quociente é 16 e o resto 167. Determinar o
 maior inteiro que se pode somar ao dividendo e ao divisor sem alterar o quociente.
 Solução:- Sejam “a” o dividendo e “b” o divisor. Temos então: a = 16b + 167
 a – 167 = 16b (1).
 O maior valor a ser somado à “a” e à “b” implicaria numa divisão com resto
 zero. Assim teremos a + x = 16(b + x) a + x = 16b + 16x (2).
 De (1) e (2) podemos obter a + x = a – 167 + 16x 15x = 167. Como x deve
 ser inteiro, o maior valor de x é 11, pois 167 = 11.15 + 2. Portanto, o maior valor
 que pode ser somado é 11.
 Resposta: 11.
 33 – Achar o maior inteiro de quatro algarismos divisível por 13 e o menor inteiro
 de cinco algarismos divisível por 15.
 Solução:
 (1) O maior inteiro de 9 algarismos é 9999. Como 9999 = 769.13 + 2, conclui-se
 que 9999 – 2 = 9997 é o maior número inteiro de quatro algarismos divisível por 13. Resposta: 9997
 (2) O menor inteiro de 5 algarismos é 10000. Como 10000 = 666x15 + 10, resulta
 que 10000 + 5 = 666x15 + 15 10005 = 667 x 15. Portanto, o menor número de
 5 algarismos divisível por 15 é 10005. Resposta: 10005.
 34 – Achar um inteiro de quatro algarismos, quadrado perfeito, divisível por 27 e
 terminado em 6.
 Solução:- Se a, b, c ... são fatores primos, os expoentes desses fatores devem ser
 pares para serem quadrados perfeitos.
 Como 27 = 33, deve-se ter pelo menos mais um 3 como fator. Portanto, o número
 deve ser múltiplo de 27 x 3 ou de 81. Para que o número termine em 6, devemos
 multiplicar 81 por um quadrado (pois 81 já é quadrado), terminado em 6 pois 81
 termina em 1.
 Assim, temos as possibilidades 81 x 16 = 1296 e 81 x 36 = 2916.
 Se o número tivesse 6 fatores iguais a 3, ele deveria ser múltiplo de 729. Para que
 terminasse em 6, deveriamos ter 729 x a, com a terminado em 4. Como os
 menores quadrados terminados em quatro são 4 e 64, teríamos
 729 x 4 = 2916 e 729 x 64 = 46656 que tem 5 algarismos.
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Para 8 fatores iguais a 3, o número deveria ser múltiplo de 6561 = 38. Para que o
 número terminasse em 6, deveriamos ter 6561 x a, com a terminado em 4. Como
 os menores quadrados terminados em quatro são 4 e 64, teríamos 6561 x 4 =
 26244 que contém cinco algarismos.
 Para 10 fatores iguais a 3, teríamos 310 > 10000, que terá mais de 4 algarismos. Portanto, os únicos números são 1296 e 2916. Resposta: 1296 e 2916.
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CAPÍTULO 5 - Questões 01 a 10
 01 – Determinar:
 (a) mdc(11, 99)
 Solução:- 99 : 11 = 9 , resto zero mdc(11,99) = 11 . Resposta: 11
 (b) mdc(-21,14)
 Solução:- Mdc(-21, 14) = mdc(21, 14)
 21 : 14 = 1 resto 7
 14:7 = 2, resto zero mdc(-21, 14) = 7 . Resposta: 7
 (c) mdc(17, 18)
 Solução:-
 18 : 17 = 1, resto 1 17 : 1 = 17 resto 0 mdc(17, 18) = 1. Resposta: 1
 02 – Achar os elementos do conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5} que são primos com 8.
 Solução:- Os primos com 8 são aqueles que não têm fatores primos iguais aos
 fatores primos de 8.
 Como 8 só tem fator primo igual a 2 (8 = 23), e os únicos que não apresentam o
 fator 2 na decomposição são: 1, 3 e 5. Resposta: 1, 3 e 5
 03 – Seja o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Enumerar os elementos do conjunto X
 = {x A | mdc(x, 6) = 1}.
 Solução:-
 Se mdc(x, 6) = 1, x e 6 são primos entre si. Os fatores de 6 são 2 e 3. Os
 elementos de A que, na decomposição não apresentam os fatores 2 e 3 são: 1 e 5. Resposta: 1 e 5
 04 – Sabendo que o mdc(a, 0) = 13, achar todos os valores do inteiro a.
 Solução:- Todo número é divisor de 0. O maior divisor de 13 é 13, portanto, mdc(a, 0) = 13. Resposta:- 13
 05 – Achar o menor inteiro positivo c, da forma c = 22x + 55y, onde x e y são dois
 inteiros.
 Solução:- Como c = 22x + 55y, c é múltiplo do mdc(22, 55).
 55 : 22 = 2, resto 11
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22 : 11 = 2, resto zero. Portanto, mdc(22, 55) = 11.
 Como c é inteiro positivo e múltiplo de 11, o menor inteiro nestas condições é o
 próprio 11. Portanto, c = 11. Resposta:- 11.
 06 – Sendo n um inteiro qualquer, calcular o mdc(n, n + 1).
 Solução:
 (n + 1) : n = 1, resto 1
 n : 1 = n, resto 1.
 1: 1 = 1, resto zero. Portanto, mdc(n, n + 1) = 1. Resposta: 1.
 07 – Calcular
 (a) mdc(n, n + 2), sendo n um inteiro par.
 Solução:- Se n é par, temos n = 2k e n + 2 = 2k + 2 = 2(k + 1).
 Como foi visto no exercício 06, deste capítulo, k e k + 1 são primos entre si.
 Portanto, mdc[2k, 2(k + 1)] = 2, pois 2 é o único fator comum de 2k e 2(k + 1). Resposta: 2.
 (b) mdc(n, n + 2), sendo n um inteiro ímpar.
 Solução:
 (n + 2) : n = 1, resto = 2.
 n : 2 = k, resto 1.
 2 : 1 = 2, resto zero. Portanto, mdc(n, n + 2) = 1. Resposta: 1
 08 – Sendo n um inteiro qualquer, achar os possíveis valores do máximo divisor
 comum dos inteiros n e n + 10.
 Solução:- Seja k, o mdc de n e n + 10.
 Podemos então escrever: n = qa e n + 10 = q’a. Substituindo n de (n = qa) em n + 10 = q’a, resulta qa + 10 = q’a 10 = a(q’ –
 q) a | 10. Portanto, a = 1, 2, 5 ou 10, que são os divisores de 10. Resposta:- 1,
 2, 5, 10.
 09 – Sendo n um inteiro qualquer, calcular o mdc(n – 1, n2 + n + 1).
 Solução: (n2 + n + 1) : n – 1 = n + 2, resto 3.
 (n – 1) : 3 = k, qualquer, restos possíveis 1, 2, 0.
 Se o resto for zero, mdc(n – 1, n2 + n + 1) = 3.
 Se o resto for 1, 3 : 1 = 3, resto zero mdc(n – 1, n2 + n + 1) = 1
 Se o resto for 2
 3 : 2 = 1, resto 1
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2 : 1 = 2, resto zero mdc(n – 1, n2 + n + 1) = 1.
 Portanto, mdc(n – 1, n2 + n + 1) = 1 ou 3. Resposta: 1 ou 3.
 10 – Sendo a e b dois inteiros não conjuntamente nulos (a 0 ou b 0), mostrar:
 mdc(a, b) = mdc(-a, b) = mdc(a, -b) = mdc(-a, -b).
 Solução:- Se c | a então a = qc. Temos que - a = (-q)c c | (-a) todo divisor
 de a é divisor de (-a) maior divisor de a é também o maior divisor de –a . O
 mesmo ocorre com b e –b. Portanto, podemos concluir que o maior divisor comum
 de (a e b), é também de (–a e b), de (a e –b) e o de (-a, -b). Assim, mdc(a, b) = mdc(-a, b) = mdc(a, -b) = mdc(-a, -b). Cqd.
 CAPÍTULO 5 - Questões 11 a 17
 11 – Sejam a, b e c inteiros. Demonstrar:
 (a) existem inteiros x e y tais que c = ax + by se e somente se o mdc(a, b) | c.
 Solução: suponhamos que ax + by = c tenha uma solução axo + byo = c.
 Se d = mdc(a, b) existem os inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, e temos:
 c = axo + byo = drxo + dsyo = d(rxo + syo). Como rxo + syo é um inteiro, d | c ou
 mdc(a, b) | c.
 Por outro lado, se d = mdc(a, b) | c, c = dk, com k inteiro. Por ser d = mdc(a, b), existem os inteiros xo e yo tais que d = axo + byo
 c = dk = a(xok) + b(yok) = ax + by. Cqd.
 (b) se existem inteiros x e y tais que ax + by = mdc(a, b) então mdc(x, y) = 1.
 Solução:- Seja d = mdc(a, b). Temos então ax + by = d (a/d)x + (b/d)y = (d/d)
 (a/d)x + (b/d)y = 1. (a/d) e (b/d) são inteiros pois d é divisor comum de a e de.
 Portanto existem os inteiros (a/d) e (b/d), tais que (a/d)x + (b/d)y = 1 1 é
 múltiplo do mdc(x, y). Como 1 só é múltiplo de 1, conclui-se que mdc(x, y) = 1. Cqd
 12 – Sejam a, b e c inteiros. Demonstrar:
 (a) se o mdc(a, b) = 1 então o mdc(ac, b) = mdc(b, c)
 Solução:
 Mdc(a,b) = 1 1 é o único divisor comum de “a” e “b” x, se x | b então x
 a .
 Seja d = mdc(ac, b). Portanto, d | ac e d | b.
 Se x é um divisor de d, temos d = kx (k inteiro) e, como d | ac, temos ac = dq (q inteiro) ac = kxq = x(kq). Como kq é inteiro, x | ac.
 Portanto, todo divisor de d é divisor de ac.
 Seja então d = x1.x2.x3....xn onde x1, x2, x3, ... xn são os fatores primos de d.
 De ac = dq, obtemos ac = x1.x2.x3....xn . q. Como q é inteiro, ac/x1.x2.x3....xn = q ac/x1.x2.x3....xn é inteiro.
 Um vez que nenhum dos xi (divisores de d) divide a, todos os xi dividem c d /c.
 Assim d | c e d | b mdc(b, c) = kd, k > 1 (1) (o mdc de 2 números é positivo).
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Como d = maior divisor comum de ac e b e | c | < | ac | e D( C ) D(ac) kd não
 pode ser maior que d.. Portanto kd < d com k positivo como visto acima k < 1 (2)
 De (1) e (2) conclui-se que k = 1 kd = d.
 Portanto, mdc(b, c) = d = mdc(ac, b). Cqd.
 (b) Se o mdc(a, b) = 1 e se c | (a + b), então o mdc(a, c) = 1 e o mdc(b, c) = 1.
 Solução:-
 (1) Mdc(a, b ) = 1 então existem os inteiros x e y, tais que ax + bx = 1 (i) .
 Se c | (a + b) então a + b = qc , q inteiro b = qc – a ( ii )
 Substituindo ( ii) em ( i ), resulta ax + (qc – a)y = 1 ax – ay + qcy = 1 a(x –
 y) + c(qy) = 1 com (x – y) e qy inteiros. Assim, existem os inteiros x’ = x – y e y’ = qy, tais que ax’ + cy’ = 1 mdc(a, c)
 = 1.
 (2) De a + b = qc tira-se a = qc – b, que substituído em ( i ) resulta: qc – b)x + by = 1 qcx – bx + by = 1 b(y – x) + c(qx) = 1. Como y – x e qx
 são inteiros, , conclui-se que
 mdc(b, c) = 1. Cqd.
 (c) se b | c, então o mdc(a, b) = mdc(a + c, b).
 Solução: Se b | c então c = bq (q inteiro).
 Seja então d = mdc(a + c, b) (1) existem x e y inteiros tais que (a + c)x + by
 = d ax + bqx + by = d
 ax + b(qx + y) = d, sendo x e qx + y inteiros (a/d)x’ + (b/d)y’ = 1
 mdc[(a/d), (b/d)] = 1 (2) (a/d) e (b/d) são primos entre si.
 De (a/d)x’ + (b/d)y’ = 1 temos ax’ + by’ = d mdc(a, b) é múltiplo de d. Assim,
 temos mdc(a,b) = d’ d = kd’.
 De ax’ + by’ = kd’ tiramos (a/kd’)x’ + (b/kd’)y’ = 1 a/kd’ e b/kd’ são primos
 entre si. Ora a / d = a/ kd’ = (a/d’)/k e b / d = b/kd’ = (b/d’)/k a/d’ e b/d’ têm pelo
 menos um fator comum que é k.
 Como visto acima a/d’ e b/d’ são primos entre si. Portanto, o único fator comum é 1. Assim, a/d = a/d’ e b/d = b/d’ d = d’ . Portanto, mdc(a, b) = d’ = d (4).
 De (1) e (4) conclui-se mdc(a, b) = mdc(a + c, b). Cqd.
 (d) Se mdc(a, b) = 1, então mdc(am, bn) = 1.
 Solução: Seja d = mdc(am, bn). Temos então: existem os inteiros x e y tais que amx + bny = d a(am –1)x + b(bn –
 1)y = d.
 Como (am –1)x e (bn –1)y são inteiros, podemos escrever ax’ + by’ = d d é
 múltiplo do mdc(a, b).
 Tiramos então (a/d)x’ + (b/d)y’ = 1.
 Como mdc(a, b) = 1, a e b são primos entre si portanto, o único divisor comum de a e b é 1 d = 1.
 Portanto, mdc(am, bn) = 1. Cqd.
 13 – Calcular o mdc(a + b, a – b) sabendo que a e b são inteiros primos entre si.
 Solução: Se a e b são primos entre si, não podem ser ambos pares pois o mdc seria
 2 ou múltiplo de 2.
 Portanto, a e b são ambos ímpares ou são de paridades diferentes.
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(1º caso) - a e b com paridades diferentes – (a = 2k + 1 b = 2k’)
 Temos então: a + b = 2k + 1 + 2k’ = 2(k + k’) + 1 = 2n + 1 a + b é ímpar.
 a – b = 2k + 1 – 2k’ = 2(k – k’) + 1 = 2m + 1 a – b é ímpar.
 Portanto, o mdc(a + b, a – b) é um número ímpar. Seja então mdc(a + b, a – b) = 2k + 1 existem x e y tais que (a + b)x + (a –
 b)y = 2k + 1
 [(a + b)/(2k+1)]x + [(a – b)/(2k + 1)]y = 1 (a + b)/(2k + 1) e (a – b)/(k + 1)
 são primos entre si.
 Fazendo r = (a + b)/(2k + 1) e s = (a – b)/(2k + 1), resulta: a + b = r(2k + 1)
 (i) e a – b = s(2k + 1) (ii).
 Como (a + b), (a – b) e (2k + 1) são ímpares, r e s também são ímpares.
 Além disso r e s ímpares, r + s e r – s são pares.
 Somando membro a membro as igualdades (i) e (ii), resulta:
 2a = (2k + 1)(r + s) a = (2k + 1)[(r + s)/2] pois s + r é par (inteiro), portanto
 2 | (r + s). Assim, existe o inteiro (r + s)/2, tal que a = (2k + 1)[(r + s)/2) 2k + 1 | a .
 Subtraindo membro a membro as igualdades (i) e (ii), 2b = (2k + 1)(r – s) b = (2k + 1)[(r – s)/2]. (r – s) é par. Portanto, (r – s)/2 é
 inteiro.
 Assim, existe o inteiro (r – s)/2, tal que b = (2k + 1)[(r – s)/2] 2k + 1 | b.
 Ora, a e b são primos entre si. Portanto, o único divisor comum é 2k + 1. Disto permite-se escrever 2k + 1 = 1 = mdc(a + b, a – b).
 (2º caso) a e b são ímpares a = 2k + 1 e b = 2k’ + 1.
 Temos, então: (a + b) = 2k + 1 + 2k’ + 1 (a + b) = 2(k + k’ + 1)
 (a – b) = 2k + 1 – 2k’ – 1 = 2(k – k’)
 Das igualdades acima, concluímos que (a + b) e (a – b) são pares. Portanto, o mdc
 é da forma 2k. Assim, existem x e y, tais que: (a + b)x + (a – b)y = 2k r = (a + b)/2k e s =
 (a – b)/2k são primos entre si.
 (a + b) = 2kr (i) e (a – b) = 2ks (ii). Somando membro a membro, 2a = 2k(r + s) a = k(r + s) k | a
 Subtraindo membro a membro, 2b = 2k(r – s) b = k(r – s) k | b.
 Como a e b são primos entre si, o único divisor comum de a e b é 1. Portanto, k =
 1 e Mdc(a + b, a – b) = 2k mdc(a + b, a – b) =2.1 = 2.
 Portanto, se a e b são primos então mdc(a + b, a – b) é 1 ou 2.
 14 – O mdc de dois inteiros positivos é 10 e o maior deles é 120. Determinar o
 outro inteiro.
 Solução: Seja a < 120, tal que mdc(a, 120) 10. O mdc de dois números é igual ao
 produto dos fatores primos comuns (com seus menores expoentes) desses dois
 números. Os fatores de 120 são 23.3.5. Assim, "a" deve ser um múltiplo de 10,
 menor que 120 que contenha os fatores 2 e 5 e outros fatores primos que não
 sejam outro 2, e 3. Portanto, resta apenas os fatores primos 5, 7 e 11. Deste modo "a" pode ser 2.5 = 10, 2.5.7 = 70 ou 2.5.11 = 110. Resposta: 10, 70, 110.
 15 – Achar o maior inteiro positivo pelo qual se devem dividir os inteiros 160, 198 e
 370 para que os restos sejam respectivamente 7, 11 e 13.
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Solução: Se 7, 11 e 13 são os restos, a divisão de 160 – 7 = 153, 198 – 11 =
 187 e 370 – 13 = 357 pelo inteiro positivo é exata. Como esse inteiro é o maior
 inteiro positivo, esse número é o mdc(153, 187, 357).
 Mdc(357, 187)
 357 = 187x1 + 170
 187 = 170x1 + 17 170 = 17x 10 + 0 mdc (357, 187) = 17.
 Mdc(153, 17) 153 = 17x9 mdc(153, 17) = 17. Portanto, o número é 17. Resposta: 17.
 16 – Determinar os inteiros positivos a e b, sabendo-se que:
 (a) a + b = 64 e mdc(a, b) = 9
 Solução:- Se mdc(a, b) = 9, então a e b são múltiplos de 9. Portanto, 9x + 9b = 63 x + y = 7. x = 1, y = 6; x = 2, y = 5; x = 3, y = 4.
 Os demais valores inteiros de x resultarão em iguais valores para o para (a, b).
 Para x = 1, a = 9.1 = 9 e b = 9.6 = 54; para x = 2, a = 9.2 = 18 e b = 9.5 = 45;
 a = 9.3 = 27 e b = 9.4 = 36.
 Resposta, 9 e 54; 18 e 45 ou 27 e 36.
 (b) ab = 756 e mdc(a, b) = 6.
 Solução: Como acima, 6r.6s = 36rs = 756 rs = 21 r = 7 e s = 3 ou r = 3 e s
 = 7.
 Portanto, os números são 6.3 = 18 e 6.7 = 42. Resposta:42.
 17 – Os restos das divisões dos inteiros 4933 e 4435 por um inteiro positivo n são
 respectivamente 37 e 19. Achar o inteiro n.
 Solução: Como os restos são 37 e 19, 4933 – 37 = 4896 e 4435 – 19 = 4416 são
 múltiplos comuns de n. Portanto, n é divisor comum de 4896 e 4416 n é divisor do mdc(4869, 4416).
 Mdc(4869, 4416)
 4896 = 4416x1 + 480
 4416 = 480x 9 + 96 480 = 96x5 + 0 mdc(4896, 4416) = 96.
 N é um divisor de 96, maior que 37 que é o resto da divisão de 4933 por n.
 Portanto, n = 96 ou n = 48. Resposta: 96 e 48.
 CAPÍTULO 5 - Questões 18 a 32
 18 – Demonstrar que se n = abc + 1, então o mdc(n, a) = mdc(n, b) = mdc(n, c) = 1.
 Solução: n = abc + 1 n – abc = 1 n(1) + a(-bc) = 1. Como (1) e (-bc) são
 inteiros, conclui-se que mdc(n,a) = 1.
 De forma semelhante:
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n(1) + b(-ac) = 1 n(1) + c(-ab) = 1 mdc(n, a) = mdc(n, b) = mdc(n, c) = 1.
 Cqd.
 19 – Demonstrar que mdc(mdc(a, b), b) = mdc(a, b)
 Solução: A definição do mdc de três números mdc(a,b, c) = mdc(mdc(a, b), c),
 quaisquer que sejam a, b e c.
 Fazendo c = b, temos mdc(mdc(a, b), b) = mdc(a, b, b) = mdc(a, mdc(b, b)) = mdc(a, b) pois mdc(b, b) = b. Cqd.
 20 – Demonstrar que o mdc(n + k, k) = 1 se e somente se o mdc(n, k) = 1.
 Solução: Se mdc(n + k, k) = 1, então existem os inteiros x e y, tais que (n + k)x+ ky = 1 nx + k(a + b) = 1
 (n, k) = 1.
 Por outro lado, se mdc(n, k) = 1, então existem a e b tais que na + kb = 1.
 Fazendo a = x e b = x + y, teremos nx + k(x + y) = 1 (n + k)x + ky = 1 mdc(n + k), k) = 1. Cqd.
 21 – Demonstrar que, se a | bc e se mdc(a, b) = d, então a | cd.
 Solução:- a | bc existe o inteiro “x” tal que a.x = bc. (1)
 Mdc(a, b) = d a/d e b/d são primos entre si. (2)
 Dividindo os dois membros da igualdade (1) por d, resulta: (ax)/d = (bc)/d
 (a/d)x = (b/d).c
 Como (a/d) e (b/d) são primos, (a/d) | c, de acordo com o teorema de Euclides (se
 m | np e mdc(m, n) = 1 então
 m | p).
 Ora a/d | c (a/d).d | c.d a | cd. Cqd.
 22 – Demonstrar que, se a | c, se b | c e se o mdc(a, b) = d então ab | cd.
 Solução:- a | c existe k inteiro tal que c = a . k c = (a/d).d.k pois d | a uma
 vez que mdc(a,b) = d. Portanto, existe o inteiro x = dk, tal que c = (a/d).x (i).
 Da mesma forma pode-se escrever c = (a/d)y (ii). Multiplicando (i) por (ii), temos c2 = (a/d)(b/d)xy c2.d2 = (ab)xy (cd)2 =
 (ab)xy. (ab) | (cd)2.
 De (ab) | (cd)2, tiramos mdc(ab, (cd)2) = ab existem x e y tais que (ab)x +
 (cd)2 y = ab (ab) + (cd)[(cd)y] = ab ab é múltiplo do mdc(ab, cd). Como o
 mdc é menor ou igual a ab, então mdc(ab, cd) = ab ab | cd. Cqd.
 23 – Demonstrar que se mdc(a, b) = 1 e se mdc(a,c) = d,então mdc(a, bc) = d.
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Solução: Se mdc(a, b) = 1, os únicos divisores de a que dividem b são -1 e + 1.
 Como mdc(a, c) = d, todos os divisores de d dividem a e c. Assim, nenhum divisor
 de d divide b.
 Temos então dc(a, bc) = conjunto dos divisores de a que dividem bc.
 Como dos divisores de bc são divisores de b ou de c, somente os divisores de c,
 não divisores de b, (exceto –1 e 1), podem ser divisores de a . Portanto, existem
 divisores comuns a “a” e “c” que são os mesmos de “a” e “bc” . Portanto, max(divisores de a e c) = max(divisores de a e bc) mdc(a, bc) = mdc(a, c) = d.
 Cqd.
 24 – O inteiro ímpar d é um divisor de a + b e de a – b. Demontrar que d também
 é um divisor do mdc(a, b).
 Solução:- Como d é divisor de (a + b) e (a – b) então existem os inteiros x e y tais
 que
 (a + b) = d.x e (a – b) = d.y.
 Somando membro a membro as expressões, resulta 2a = d (x + y). Como d é
 ímpar, (x + y) é par pois o produto d(x + y) é par (igual a 2a). Portanto, a = d[(x + y)/2] d | a .
 Subtraindo as expressões, temos 2b = d(x – y). Como d é ímpar e o produto d(x –
 y) é par, (x – y) é par (x – y)2 é inteiro.
 Assim, b = d[(x – y)/2] d | b.
 Como visto, d | a e d | b d | mdc(a, b) ou d é um divisor do mdc(a, b). Cqd.
 25 – Os inteiros positivos a, b e c são tais que o mdc(a, b) = 1, a | c e c | b.
 Demonstrar que a = 1.
 Solução: Se a | c e c | b então a | b. Como a | b, resulta mdc(a, b) = a . Como o mdc de dois números é único e mdc(a, b) = 1, temos mdc(a,b) = 1 = a
 a = 1. Cqd.
 26 – O mdc(n, n + k) = 1 para todo inteiro positivo n. Demonstrar que k = 1 ou k
 = -1.
 Solução: Mdc(n, n + k) = 1 existem os inteiros x e y, tais que nx + (n + k)y = 1
 n(x – y) + ky = 1 mdc(n, k) =1.
 Como os divisores comuns de dois números são divisores de seu mdc, temos que
 os divisores comuns de n e k são – 1 e + 1. Conforme enunciado, n é todo inteiro positivo. Isto permite concluir que k = 1 ou k = - 1. Cqd.
 27 – Demonstrar que mdc(a, b) = mdc(a + kb, b) para todo inteiro k.
 Solução: Seja d = mdc(a + kb, b). Portanto, existem os inteiros x e y tais que (a +
 kb)x + by = d ax + b(kx + y) = d d é múltiplo do mdc(a, b) (1).
 Como d é o mdc(a + kb, b) então d | (a + kb) e d | b (2) que leva a concluir que
 existem os inteiros r e s tais que (a + kb) = dr (3) e b = ds (4).
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Substituindo (4) em (3) resulta a + kds = dr a = dr – kds = d(r – ks). (r – ks) é
 um inteiro pois k, r e s são inteiros. Portanto, existe o inteiro (r – ks) tal que a = d(r – ks) d | a (5) .
 Conforme (2) e (5), d | a e d | b d | mdc(a, b) (6).
 De (1) d é múltiplo do mdc(a, b) e de (6) d é divisor do mdc(a, b). Somente d é ao
 mesmo tempo múltiplo de divisor de d.
 Portando, d = mdc(a, b).
 Assim, d = mdc(a = kb, b) = mdc(a, b) mdc(a, b) = mdc(a + kb, b). Cqd.
 29 – Os inteiros positivos m e n são tais que o mdc(m, n) = d. Mostrar que o
 mdc(2m – 1, 2n – 1) = 2d – 1.
 Solução:- Na divisão de polinômios temos que
 (2a – 1) = (2b – 1)(2a – b + 2a – 2b + 2a – 3b + ... + 2a – kb) + (2a – kb – 1) com k
 maior inteiro positivo tal que a – kb > 0.
 Se b | a então existe k, tal que a – kb = 0 pois a = kb.
 Neste caso (2a – kb – 1) = 20 – 1 = 0 a divisão é exata. Portanto, a divisão é
 exata quando b | a.
 Assim se d = mdc(m, n) , 2m – 1 é divisível por 2d – 1 e 2n –1 é divisível por 2d –
 1. Portanto 2d - 1 é um divisor comum de 2m – 1 e 2n – 1. Como d é o maior divisor comum de m e n, 2d – 1 é o maior divisor comum de 2m – 1 e 2n – 1 mdc(2m – 1,
 2n – 1) = 2d – 1. Cqd
 30 – Demonstrar que mdc(a, b) = mdc(a, b, a + b).
 Solução: De acordo com o exercício nº 27, mdc(a, b) = mdc(a + kb, b), para todo
 inteiro k.
 Como mdc(a + kb, b) = mdc(b, a + kb) temos mdc(a, b) = mdc(b, a + kb).
 Fazendo k = 1, temos: mdc(a, b) = mdc(b, a + b)
 Temos então:
 Mdc(a, b) = mdc(a, b, b) pois mdc(a, b, b) = mdc(a, mdc(b, b))
 Portanto, mdc(a, b) = mdc(a, b, b) = mdc(mdc(a,b), b) (definição do mdc de três
 ou mais números) = mdc(mdc(a, a + b), b) ) de acordo com o mostrado acima =
 mdc(a, a + b, b) (definição do mdc de três ou mais números) = mdc( a, b, a + b). Cqd.
 31 – Demonstrar que mdc(a, b) = mdc(a, b, ax + by), quaisquer que seja os
 inteiros x e y.
 Solução: Seja k, o inteiro tal que ax + by = k. Isto implica em k é múltiplo do mdc(a, b).
 Seja d = mdc(a, b). Temos então k = ds, s inteiro, pois k é múltiplo de d.
 Temos então:
 Mdc(a, b, dr) = mdc(mdc(a, b), dc)) = mdc(d, dr) = d pois dr é múltiplo de d. Portanto, d = mdc(a, b) = mdc(a, b, ax + by). CQd
 32 – O mdc(a, b) = p, sendo p um primo. Achar os possíveis valores do
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(a) mdc(a2, b)
 Solução: Sejam a = p.a1.a2.a3 ...an, onde p, a1, a2, a3, ... an são os fatores primos
 de a e b = p.b1.b2.b3...bn, onde p, b1, b2, b3, ...bn são os fatores primos de b.
 Assim, a2 = p.p.a1.a2.a2.a3a3...an.an que a2 e b são divisíveis ao mesmo tempo
 apenas por p
 mdc(a2, b) = p.
 (b) mdc(a3, b) = p, mesma conclusão acima.
 (c) mdc(a2, b3) = p2. Pois aparecem 2 fatores iguais a p em a2 e 3 fatores iguais a p em b3.
 CAPÍTULO 5 - Questões 33 a 44
 33 – Sabendo que o mdc(a, p2) = p e que o mdc(b, p3) = p2, onde p é um primo, calcular o mdc (ab, p4) e o mdc(a + b, p4).
 Solução: (i) Mdc(ab, p4) De acordo com o exercicio anterior:
 De mdc(a, p2) = p, p primo, conclui-se que em a existe um p como fator primo e os
 demais diferentes de p.
 De mdc(b, p3) = p2, p primo, conclui-se que em b existe dois fatores iguais a p e os
 demais diferentes de p.
 Portanto: em ab irão figurar 1 + 2 = 3 fatores iguais a p e os demais diferentes de
 p. Concluindo: mdc(ab, p4) = p3.
 (ii)Mdc(a + b, p4)
 Seja a’ o produto dos fatores primos de a, excluído o p. Temos: a’ = kp + r (o < r
 < p), e b’ o produto dos fatores primos de b, excluído exluido um dos fatores
 iguais a p.
 Portanto, b’ = kp pois b tem dois fatores iguais a p. Somando membro a membro a’ + b’ = p(k + k’) + r a’ + b’ não é múltiplo de p.
 Assim temos: a + b = pa’ + pb’ = p(a’ + b’) sendo a’ + b’ não múltiplo de p.
 Portanto, a + b tem apenas um p como fator comum. Disto se conclui que mdc(a +
 b, p4 ) = p.
 Resposta: (i) p3 (ii) p.
 34 – Demonstrar que se o mdc(a, b) = d então o mdc(a2, b2) = d2.
 Solução: Seja d = d1.d2.d3...dn, onde cada di é um fator primo de d.
 Como d = mdc(a,b), os fatores primos de d são fatores de a e b e estes são os
 únicos fatores comuns.
 Façamos então: a = d1.d2.d3...dn.a1.a2.a3 ...an, e b = d1.d2.d3...dn.b1.b2.b3...bn
 onde ai e bi são os fatores primos de a e b além dos di.
 Em consequência temos: a2 = d1.d2.d3...dn.a1.a2.a3 ...an. d1.d2.d3...dn.a1.a2.a3 ...an
 e
 b2 = d1.d2.d3...dn.b1.b2.b3...bn . d1.d2.d3...dn.b1.b2.b3...bn .
 Como pode ser observado o produto dos fatores comuns de a2 e b2 e d1.d2.d3...dn.
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d1.d2.d3...dn = d.d = d2
 Mdc(a2, b2) = d2. Cqd
 35 – Sejam a e k inteiros não conjuntamente nulos. Demonstrar que mdc(a, a + k)
 | k.
 Solução: Seja m o mdc(a, a + k). Assim, existem os inteiros x e y tais que: a =
 mx e a + k = my. Subtraindo primeira igualdade da segunda resulta: (a + k) – a = my – mx k = m(y – x). Como x e y são inteiros, y - x é inteiro.
 Portanto, existe o inteiro (y – x) tal que k = m(y – x) m | k ou mdc(a, a + k) |
 k. Cqd.
 36 – Demonstrar que mdc(a, b) = mdc(a, c) implica mdc(a2, b2) = mdc(a2, c2).
 Solução:- Se mdc(a, b) = d então mdc(a2, b2) = d2, conforme demonstrado no
 exercício 34. Se mdc(a, c) = d então mdc(a2, c2) = d2. Portanto: mdc(a2, b2) = mdc(a2, c2). Cqd.
 37 – Demonstrar que mdc(a, b) = mdc(a, c) implica mdc(a, b) = mdc(a, b, c).
 Solução: Mdc(a, b, c) = mdc(a, mdc(b, c)) = mdc(a, mdc(a,b)) = mdc(a, a, b) = mdc(a, b). Cqd.
 38 – Demonstrar que mdc(a, b, c) = mdc(mdc(a, b), mdc(a, c).
 Solução: Mdc(a, b, c) = mdc( a, a, b, c) pois mdc(a, a) = a.
 Portanto, mdc (a, b, c) = mdc(a, a, b, c) = mdc (a, b, a, c) = mdc(mdc(a,b), mdc(a,c)). Cqd.
 39 – Sejam a e b inteiros positivos tais que ab é um quadrado perfeito e o mdc(a,
 b) = 1. Demonstrar que a e b são quadrados perfeitos.
 Solução: Os fatores primos de ab são os fatores primos de a e b.
 Portanto, ab = a1.a2.a3 ...an. b1.b2.b3...bn . Como mdc(a, b) = 1, nenhum dos
 fatores de b é fator de a.
 Se ab é um quadrado, a quantidade de cada fator primo deve ser par. Assim, cada
 fator de a aparece uma quantidade par de vezes, bem como cada fator de b.
 Portanto, a e b são são quadrados perfeitos. Cqd.
 40 – Demonstrar que mdc( a + b, a – b) > mdc(a, b)
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Solução:- Seja d = mdc(a + b, a – b) existem os inteiros x e y tais que (a + b)x
 + (a – b)y = d a(x + y) + b(x – y) = d d é múltiplo do mdc(a, b). Se d é
 múltiplo do mdc(a, b) então d > mdc(a, b) mdc(a + b, a – b) > mdc(a, b).Cqd.
 41 – Mostrar que o mdc(5n + 6, 5n + 8) = 1 onde n é um inteiro ímpar.
 Solução:- Se n é um inteiro ímpar, então
 5n + 6 = 5(2k + 1) + 6 = 10k + 11 = 10(k + 1) + 1 = 10x + 1
 5n + 8 = 5(2k + 1) + 8 = 10k + 13 = 10(k + 1) + 3 = 10x + 3
 Calculando o mdc de 10k + 1 e 10x + 3 pelo processo das divisões sucessivas,
 temos:
 (10x + 3) = (10x +1). 1 + 2
 (10x + 1) = 2.5x + 1. Como o último resto é 1, resulta que mdc(5n + 5, 5n + 8) =
 1. Cqd.
 42 – Sejam a, b, c, d (b d) inteiros tais que mdc(a, b) = mdc(c, d) = 1. Mostrar
 que a soma a/b + c/d não é um inteiro.
 Solução:- (a/b + b/d) = (ad + bc)/bd será um inteiro se e somente se bd | (ad +
 bc).
 bd | (ac + bc) b | (ac + bd) e d | (ac + bd).
 Se b | (ad + bc) teremos ad + bc = bk ad = b (k – c). Como k e c são inteiros,
 k – c é um inteiro. Assim, existe um inteiro (k – c) tal que ad = b(k – c) b | ad.
 Como mdc(a, b) = 1 resulta b | d.
 Se d | (ad + bc) teremos ad + bc = dk bc = d(k – a) d | bc. Mas, mdc(d, c) =
 1. Assim conclui-se d | b.
 Ora, é impossível ocorrer b | d e d | b pois d b, conforme enunciado.
 Assim, (ad – bc) somente será divisível por bd se b = d, quando mdc(a, b) = 1 e
 mdc(c, d) = 1. Como essas condições não são são todas verificadas, (ad – bc) não
 é divisível por bd (a/b + c/d) não é um inteiro. Cqd.
 43 – Determinar os inteiros positivos a e b, sabendo que a2 – b2 = 7344 e mdc(a,
 b) = 12.
 Solução:- De mdc(a, b) = 12 resulta, existem os inteiros x e y tais que a = 12x e b
 = 12y. Substituindo esses valores em a2 – b2 = 7344, temos: 144x2 – 144y2 = 7344 x2
 – y2 = 51 (x – y)(x + y) = 51. Como x e y são inteiros, (x – y) e (x + y)
 também são inteiros. Ora, 51 somente admite os inteiros (1, 51) e (3, 17) cujos
 produtos sejam 51.
 Portanto:
 (1) x – y = 1 e y + x = 51 x = 26 e y = 25 a = 12x = 12.26 = 312 e b =
 12.25 = 300, ou ( 2 ) x – y = 3 e x + y = 17 x = 10 e y = 7 a = 12.10 = 120 e b = 12.7 =
 84. Resposta: (312, 300) ou (120, 84)
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44 – Dividindo-se dois inteiros positivos pelo seu mdc, a soma dos quocientes é 8.
 Determinar os dois inteiros, sabendo-se que sua soma é 384.
 Solução:- Sejam a e b os dois inteiros positivos e x e y os quocientes de a e b pelo
 mdc(a, b). Esses quocientes são primos entre si e positivos pois a e b são positivos
 e mdc(a, b) também é positivo. Temos então: x + y = a/(mdc(a, b) + b/mdc(a, b) = 8 a + b = 8.mdc(a, b)
 384 = 8.mdc(a,b) mdc(a, b) = 48.
 Como x + y = 8 e x e y são inteiros positivos e primos entre si, os únicos valores
 possíveis para o par (x, y) são (1, 7) e (3,5). Como a = x.mdc(a, b) e b = y.mdc(a,
 b) resulta: a = 48.1 = 48 e b = 48.7 = 336 ou a = 48.3 = 144 e b = 48.5 = 240. Resposta: 48 e 336 ou 144 e 240.
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CAPÍTULO 6 - Questões 1 a 4
 01 – Usando o algoritmo de Euclides, determinar:
 (a) mdc(306, 657)
 Neste primeiro exercício usaremos o processo das divisões sucessivas para que se
 possa entender os valores dispostos no quadro do algoritmo de Euclides.
 Pelo processo das divisões sucessivas, temos
 657 = 306.2 + 45
 306 = 45.6 + 36
 45 = 36.1 + 9
 36 = 9.4 + 0, como o resto é zero, mdc(306, 657) = 9. Pelo algoritmo de Euclides teremos:
 (d) mdc(-816, 7209)
 mdc(-816, 7209) = mdc(816, 7209) = 3.
 (e) mdc(7469, 2387)
 (f) mdc(-5376,-3402)
 mdc(-5376,-3402) = mdc(5376, 3402)
 mdc(-5376, -3402) = 6
 02 – Usando o algoritmo de Euclides, determinar:
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Observação: não apresentaremos os cálculos por serem semelhantes aos dos
 exercícios anteriores.
 (a) mdc(624, 504, 90) Resposta: 6
 Pelo processo anterior acha-se o mdc(624, 504) que é 24. A seguir acha-se o mdc(24, 90) que é 6.
 (b) mdc(285, 675, 405) mdc(285, 675) = 5; mdc(5, 405) = 5. Resposta: 5.
 (c) mdc(209, 299, 102)
 mdc(209, 299) = 1 e mdc(1, 102) = 1. Resposta:- 1.
 (d) mdc(69, 398, 253) mdc(69, 398) = 23 e mdc(23, 253) = 23. Resposta: 23
 03 – Usando o algoritmo de Euclides, achar os inteiros x e y que verifiquem cada
 uma das seguintes igualdades:
 Observação: usaremos sentenças de mesma cor para indicar a origem dos dados
 substituídos.
 (a) mdc(56, 72) = 56x + 72y mdc(56, 72) = 8 resolver 8 =
 56x + 72y
 72 = 56.1 + 16
 56 = 16.3 + 8
 16 = 8.2 + 0
 Tomando a penúltima igualdade;
 8 = 56 – 16.3. Tirando o valor de 16 na
 primeira igualdade e substituindo na penúltima: 8 = 56 – (72 – 56.1).3 8 = 56 + 56.3 –
 72.3
 8 = 56.4 + 72(-3). Portanto, x = 4 e y = -3. (b) mdc(24, 138) = 24x + 138y
 mdc(24, 138) = 6 resolver 6 =
 24x + 138y
 138 = 24.5 + 18
 24 = 18.1 + 6
 18 = 6.3 + 0 (mdc = 6)
 6 = 24 – 18.1
 6 = 24 – (138 – 24.5).1
 6 = 24 + 24.5 – 138.1 6 = 24.6 + 138(-1) x = 6 e y = -1
 (c) mdc(119, 272)
 Mdc(119, 272) = 17
 272 = 119.2 + 34
 119 = 34.3 + 17
 34 = 17.2 + 0
 17 = 119 – 34.3
 17 = 119 – (272 – 119.2).3 = 119.7 – 272.3
 17 = 119.7 + 272(-3) . Portanto, x = 7 e y = -
 3
 (d) mdc(1769, 2378) = 1769x +
 2378y
 mdc(1769, 2378) = 29
 2378 = 1769 .1 + 609
 1769 = 609.2 + 551
 609 = 551.1 + 58
 551 = 58.9 + 29
 58 = 29.2 + 0
 29 = 551 – 58.9
 29 = 551 – (609 – 551.1) = 551.2 – 609
 29 = (1769 – 609.2).2 – 609 = 1769. 2 –
 609.5
 29 = 1769.2 – (2378 – 1769.1).5 29 = 1769.7 + 2387(-5) x = 7 e y = -5.
 04 – Achar os inteiros x e y que verifiquem cada uma das seguintes igualdades:
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(a) 78x + 32y = 2.
 78 = 32.2 + 14
 32 = 14.2 + 4 14 = 2.7 + 0 2 = 32 – 14.2 2 = 32 – (78 – 32.2)2
 2 = 32.5 + 78.(-2)
 x = 5 e y = -2.
 (b) 104x + 91y = 13
 104 = 91.1 + 13
 91 = 13.7 + 0 13 = 104 – 91.1 13 = 104.(1) + 91.(-1)
 x = 1 e y = -1
 (c) 31x + 19y = 7
 mdc(31, 19) = 1
 31 = 19.1 + 12
 19 = 12.1 + 7
 12 = 7.1 + 5
 7 = 5.1 + 2
 5 = 2.2 + 1 mdc(31, 19) = 1
 1 = 5 – 2.2 1 = 5 – (7 – 5.1)2 1 = 5.3 – 7.2
 1 = (12 – 7.1)3 – 7.2 1 = 12.3 – 7.5 1 = 12.3 – (19 – 12.1).5
 1 = 12.8 – 19.5 1 = (31 – 19.1).8 – 19.5 1 = 31.8 + 19(-13)
 7 = 31.(8.7) + 19.(-13.7) 7 = 31.(56) + 19.(-91)
 x = 56 e y = -91
 (d) 42x + 26y = 16.
 42 = 26.1 + 16
 26 = 16.1 + 10
 16 = 10.1 + 6
 10 = 6.1 + 4
 6 = 4.1 + 2 4 = 2.2 + 0 mdc(42, 26) = 2.
 2 = 6 – 4.1 2 = 6 – (10 – 6.1).1 2 = 6.2 – 10.1
 2 = (16 – 10.1)2 – 10.1 2 = 16.2 – 10.3
 2 = 16.2 – (26 – 16.1)3 2 = 16.5 – 26.3 2 = (42 – 26.1)5 – 26.3
 2 = 42.5 + 26(-8)
 16 = 8.2 = 42.(5.8) + 26.(8.-8) 42.(40) + 26.(-64)
 x = 40 e y = -64
 (e) 288x + 51x = 3.
 288 = 51.5 + 33 51 = 33.1 + 18 33 = 18.1 + 15
 18 = 15.1 + 3 15 = 3.5 + 0 mdc(288, 51) = 3.
 3 = 18 – 15.1 3 = 18 – (33 – 18.1).1 3 = 18.2 – 33
 3 = (51 – 33.1).2 – 33 3 = 51.2 – 33.3
 3 = 51.2 – (288 – 51.5).3 3 = 288.(-3) + 51.(17)
 x = -3 e y = 17.
 (f) 52x + 13y = 1
 52 = 13.4 + 0 1 = 52.1 + 13.(-4)
 x = 1 e y = 4.
 (g) 145x + 58y = 87 145 = 58.2 + 29 58 = 29.2 + 0 mdc(145, 58) = 29
 29 = 145 – 58.2 = 145.(1) + 58.(-2) 87 = 29.3 = 145.(1.3) + 58.(-2.3)
 87 = 145.(3) + 58.(-6)
 x = 3 e y = -6
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(h) 17x + 5y = -2
 17 = 5.3 + 2 5 = 2.2 + 1 mdc(17,5) = 1
 1 = 5 – 2.2 1 = 5 – (17 – 5.3).2 1 = 5.7 – 17.2
 1 = 5.(7) + 17.(-2) -2 = -2.1 = 5.(7.-2) + 17.(-2.-2)
 -2 = 5.(-14) + 17.(4)
 x = -14 e y = 4.
 CAPÍTULO 6 - Questões 5 a 8
 05 – Achar os inteiros x, y e z que verifiquem cada uma das seguintes igualdades.
 (a) 11x + 19y + 3z = 1.
 Em situações como essa em que aparecem três variáveis, atribui-se um valor
 inteiro para uma delas de modo que o segundo membro seja múltiplo do mdc dos
 outros dois coeficientes e aplica-se o procedimento normal para dois números.
 Como mdc(11, 19) = 1, qualquer valor escolhido para z, 1 – 3z será múltiplo de 1.
 Assim, fazendo z = 1, temos 11x + 19y + 3 = 1 11x + 19y = -2.
 19 = 11.1 + 8 11 = 8.1 + 3 8 = 3.2 + 2 3 = 2.1 + 1 mdc(11, 19) = 1
 1 = 3 – 2.1 1 = 3 – (8 – 3.2).1 1 = 3.3 – 8.1 1 = (11 – 8.1)3 – 8.1 1 =
 11.3 – 8.4
 1 = 11.3 – (19 – 11.1)4 1 = 11.(7) + 19.(-4) -2 = 11.(7.-2) + 19.(-4.-2)
 -2 = 11.(-14) + 19.(8)
 x = -14, y = 8 e z = 1.
 Como o procedimento é o mesmo, deixamos a cargo do aluno a resolução dos itens
 b e c. Deve-se tomar cuidado na escolha do valor para uma das variáveis pois ao
 passá-la para o segundo membro o resultado da operação deverá ser um múltiplo
 do mdc das outras duas variáveis. Uma escolha inadequada não permitirá encontrar os valores para as outras duas.
 (b) 56x + 6y + 32z = 2.
 Mdc(56, 6) = 2
 Pode-se escolher z = -1 pois 2 – 32z = -34 e – 34 é múltiplo de 2 Resposta:- Para z = -1, x = 17 e y = -153
 (c) 6x + 3y + 15z = 9.
 Mdc(6, 3) = 3.
 6x + 3y = 9 – 15z . Como 9 – 15z deve ser múltiplo de 3, qualquer valor de z
 faz 9 – 15z múltiplo de 3. Fazendo então z = -3, resultará x = 18 e y = - 18. Resposta: Para z = -3, x = 18 e y = -18.
 (d) 14x + 7y + 21z = 4. Mdc(14, 7, 21) = 7. Como 4 não é múltiplo de 7, a igualdade não tem solução.
 6 – Achar inteiros x, y e z que verifiquem a igualdade 198x + 288y + 512z =
 mdc(198, 288, 512)
 Solução: mdc(198, 288, 512) = mdc(mdc(198, 288), 512) = mdc(18, 512) = 2. Temos 198x + 288y + 512z = 2.
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Mdc(198, 288) = 18
 198x + 288y = 2 – 512z. Devemos escolher z de modo que 2 – 512z seja múltiplo
 de 18 = mdc(198, 288).
 -512z + 2 = 18.(-28z) + (-8z + 2). Para que - 512z + 2 sejá múltiplo de 18, o
 resto –8z + 2 deve ser múltiplo de 18. -8z + 2 = 2.(-4z + 1) = 18k = 2(9k) (–4z + 1) deve ser múltiplo de 9. Temos
 então para z, valores como –2 pois (-4z + 1) = 9 que é múltiplo de 9; z = 7, pois
 (-4z + 1) = 27 que é múltiplo de 9; z = 16, pois (-4z + 1) = -63 que é múltiplo de
 9. Outros valores podem ser encontrados.
 Escolhendo z = 7 Temos: 198x + 288y = -512(7) + 2 = -3582 = 18(-199)
 288 = 198.1 + 90
 198 = 90.2 + 18
 90 = 18.5 + 0
 18 = 198 – 90.2
 18 = 198 – (288 – 198.1).2
 18 = 198.(3) + 288.(-2)
 18.(-199) = 198(3.-199) + 288(-2.-199) = 198(-597) + 288(398). Portanto, 198(-597) + 288(398) + 512(7) = 2.
 x = -597, y = 398 e z = 7.
 Outro conjunto de valores é: x = 171, y = -144 e z = -2.
 7 - Calcular
 As soluções de todos os itens podem ser obtidas a partir da propriedade mdc(a,
 b).mmc(a, b) = a . b.
 Calcula-se o mdc pelo algorítmo de Euclides e a seguir divide o produto ab pelo mdc(a, b)
 (a) mmc( 45, 21).
 Solução: Tem-se mdc(45, 21) = 3, ab = 45.21 = 945. mmc = 945 : 3 = 315.
 Devido a simplicidade da solução, deixamos a cargo do leitor a solução dos demais
 itens.
 (b) mmc(83, 68) Resposta: 5644
 (c) mmc( 120, 110) Resposta: 1320
 (d) mmc(86, 71) Resposta: 6106
 (e) mmc(224, 192) Resposta: 1344
 (f) mmc(1287, 507) Resposta: 16731
 (g) mmc(143, 227) Resposta: 32461
 (h) mmc(306, 657) Resposta: 22338

Page 60
                        
                        

8 – O mdc de dois inteiros positivos a e b é 8 e na sua determinação pelo algoritmo
 de Euclides os quocientes sucessivamente obtidos foram 2, 1, 1 e 4. Calcular a e b.
 Solução:- Montando o dispositivo para cálculo do mdc(a, b), temos
 2 1 1 4 quocientes
 a b x y 8 x y 8 0 restos
 Temos: y = 8.4 = 32; x = y.1 + 8 x = 32.1 + 8 = 40
 b = x.1 + y = 40.1 + 32 = 72
 a = 2.b + x = 2.72 + 40 = 184. Resposta: a = 184 e b = 72.
 CAPÍTULO 6 - Questões 9 a 12
 9 – Determinar os inteiros positivos a e b sabendo: (a) ab = 4032 e mmc(a, b) = 336
 Solução: Temos mdc(a, b).mmc(a, b) = ab. Portanto, mdc(a, b) = 4032 : 336 =
 12
 Como 12 é o mdc(a, b), a = 12x e b = 12y com x e y primos entre si.
 4032 = 12x.12y = 144xy xy = 28 x = 1 e y = 28 ou x = 4 e y = 7.
 Assim, a = 12.1= 12 e b = 12.28 = 336 ou a = 12.4 = 48 e b = 12.7 = 84. Resposta: 12 e 336 ou 48 e 84.
 (b) mdc(a, b) = 8 e mmc(a, b) = 560
 Solução: Sendo mdc(a, b) = 8 , a = 8.x e b = 8.y, com x e y primos entre si.
 mmc(a, b) . mdc(a, b) = 8.560 = 4480 8x.8y = 4480 x.y = 70 x = 1 e y = 70, ou x = 2 e y = 35 ou x = 7 e y = 10
 ou x = 5 e y = 14.
 Para x = 1 e y = 70, a = 8.1= 8 e b = 8.70 = 560.
 Para x = 2 e y = 35, a = 8.2 = 16 e b = 8.35 = 270
 Para x = 7 e y = 10, a = 8.7 = 56 e b = 8.10 = 80
 Para x = 5 e y = 14, a = 8.5 = 40 e b = 8.14 = 112.
 Resposta: 8 e 560, ou 16 e 270, ou 56 e 80, ou 40 e 112.
 (c) a + b = 589 e mmc(a, b)/mdc(a,b) = 84
 Solução: mmc(a,b) = 84.mdc(a, b) = 2.2.3.7.mdc(a, b)
 Como mdc(a, b) é o maior divisor comum, a = mdc(a,b). x e b = mdc(a, b).y
 com x e y primos entre si. ab = mdc(a, b).mmc(a, b) = mdc(a,b).mdc(a,b).84
 [a/mdc(a,b)] . [b/mdc(a,b)] = 84. Façamos [a/mdc(a,b)] = x e [b/mdc(a,b)] =
 y. Os números x e y são primos entre si e x.y = 84 x.y = 2.2.3.7. Assim, x = 2.2
 e y = 3.7 ou x = 2.2.3 e y = 7 ou x = 2.2.7 e y = 3 ou x = 2.2.3.7 e y = 1.
 Assim, (1º) a = mdc(a,b). 2.2 e b = mdc(a, b).3.7 a / b = 4/21. Como a + b = 589,
 tiramos b + (4/21)b = 589
 21b + 4b = 589(21) 25b = 589.21 não existe o inteiro b pois 589.21 não é
 múltiplo de 25. (2º) a = mdc(a, b).2.2.3 e b = mdc(a, b).7 a/b = 12/7. Sendo a + b = 589,
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tem-se b + (12/7)b = 589
 19b = 589.7 b = 217 e a = 589 – 217 = 372.
 (3º) a = mdc(a, b).2.2.7 e b = mdc(a, b).3 a / b = 28/3. Temos, b + (28/3)b
 = 589 31b = 589.3 b = 57 e a = 589 – 57 = 532.
 (4º) a = mdc(a, b).2.2.3.7 e b = mdc(a, b).1 a/b = 84 b + 84b = 589
 85b = 589 não existe o inteiro b
 pois 589 não é divisível por 85. Portanto, temos: 217 e 372 ou 57 e 532.
 10 – Demonstrar que se a e b são inteiros positivos tais que o mdc(a, b) = mmc(a,
 b) então a = b.
 Solução: Seja d = mdc(a, b) d | a e d = mmd(a, b) a | d . Como d | a e a | d então a
 = d. (1)
 Temos ainda d = mdc(a, b) d | b e d = mmc(a, b) b | d. Como d | b e b | d,
 b = 2. (2) De (1) e (2) conclui-se que a = b. Cqd.
 12 – Sendo a e b inteiros positivos, demonstrar que o mdc(a, b) sempre divide o
 mmc(a, b).
 Solução: Seja Mdc(a,b) = d. Em consequência, existem os inteiros primos x e y
 tais que a = dx e b = dy.
 Podemos então escrever: a.b = mdc(a,b).mdc(a,b). xy . Como ab = mdc(a,
 b).mmc(a, b) temos Mdc(a, b).mmc(a,b) = mdc(a, b).mdc(a, b).x.y mmc(a, b) = mdc(a, b).(xy).
 Como existe o inteiro (xy) tal que mdc(a, b) . (xy) = mmc(a, b) então mmc(a, b) é múltiplo de mdc(a, b) ou mdc(a, b) divide mmc(a,b). Cqd.
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CAPÍTULO 7 - Questões 1 a 11
 01 – Achar os cinco menores primos da forma n2 – 2.
 Solução:-
 O único par que n pode assumir é dois pois 22 – 2 = 2 (2 é primo).
 Qualquer outro valor par para n, n2 – 2 será par pois n par n2 é par e, em
 consequência, não será primo.
 Assim, devemos testar, para n > 2, os valores ímpares. Para n = 3 n2 – 2 = 32 – 2 = 9 – 2 = 7 (é primo)
 Para n = 5 n2 – 2 = 52 – 2 = 25 – 2 = 23 (é primo)
 Para n = 7 n2 – 2 = 72 – 2 = 49 – 2 = 47 (é primo)
 Para n = 9 n2 – 2 = 92 – 2 = 79 – 2 = 79 (é primo)
 Resposta: 2, 7, 23, 47 e 79.
 02 – Achar três primos ímpares cuja soma seja:
 (a) 81.
 Solução
 Como são primos ímpares, não podemos usar o 2.
 Consultando a tabela encontramos: ( 17, 41, 23), (13, 31, 37), (3, 37, 41), (11,
 23, 47), (3, 7, 71), (3, 61, 17).
 (b) 125
 Solução : Consultando a tabela: (97, 11, 17) , (97, 5, 23), (89, 23, 53), (89, 71, 5). Existem vários outros.
 Para facilitar a procura faz-se 125 – nº primo menor que 125. Depois procuram-se mais dois primos cuja soma seja igual à diferença obtida.
 03 – Achar todos os pares de primos p e q, tais que p – q = 3.
 Solução:
 Como p – q é ímpar, p e q devem ter paridades diferentes. Isto é: um dos dois é
 par e o outro é ímpar.
 Como o único primo par é 2, a solução única é 5 – 2 = 3, ou seja, p = 5 e q = 2.
 Resposta: p = 5 e q = 2.
 04 – Achar todos os primos que são iguais a um quadrado perfeito menos 1.
 Solução: n2 – 1 = (n + 1)( n – 1). (n + 1) e (n – 1) são dois inteiros cuja diferença
 é 2. Para que n2 – 1 seja múltiplo de dois inteiros e seja primo, um dos inteiros
 somente pode ser 1. Como n + 1 > n – 1, devemos ter n – 1 = 1 n = 2.
 Assim, n2 – 1 = (2 + 1)(2 – 1) = 3.1 = 3. Resposta: 3.
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05 – Achar todos os primos que são iguais a um cubo perfeito menos 1.
 Solução: n3 – 1 = (n – 1)(n2 + n + 1). Seguindo o mesmo raciocínio anterior, n – 1
 = 1 n = 2.
 Portanto: n3 – 1 = 23 – 1 = 7. Resposta: 7.
 06 – Determinar todos os inteiros positivos n tais que n, n + 2 e n + 4 são todos
 primos.
 Solução: n não pode ser par pois n = 2k, teríamos n + 2 = 2k + 2 = 2(k + 1) é
 par, portanto, não é primo.
 Assim, n, n + 2 e n + 4 são três ímpares consecutivos.
 Para n = 3, n + 2 = 5 e n + 4 = 7. 3, 5 e 7 são três primos consecutivos.
 Para n > 3, temos n = 3k ou n = 3k + 1 ou n = 3k + 2, com k > 1.
 Se n = 3k, n não seria primo pois seria múltiplo de 3.
 Se n = 3k + 1, n + 2 = 3k + 1 + 2 = 3k + 3 = 3(k + 1), teríamos n + 2 não primo
 por ser múltiplo de 3.
 Se n = 3k + 2, n + 4 = 3k + 2 + 4 = 3.(k + 2), teríamos n + 4 não primo por ser
 múltiplo de 3.
 Portanto, o único valor de n é 3. Resposta: 3.
 07 – Determinar todos os primos p tais que 3p + 1 é um quadrado perfeito.
 Solução:- Para p = 2, temos 3p + 1 = 3.2 + 1 = 7 que não é quadrado perfeito.
 Os demais primos são ímpares, portanto, 3p + 1 é par pois 3p é ímpar.
 Temos (2k)2 = 4k2 = 3p + 1 4k2 – 1 = 3p. Ora, 4k2 – 1 = (2k + 1)(2k – 1) =
 3p
 Como p é primo, (2k + 1)(2k – 1) somente admitem como fatores 3 e p. Portanto,
 2k + 1 = 3 p = 2k – 1 = 1, solução que não tem validade pois 1 não é primo, ou
 2k – 1 = 3 p = 5. Resposta: p = 5.
 08 – Determinar se são primos os números
 (a) 169
 Solução: Para verificar se um número n é primo devemos dividí-los por todos os
 primos menores ou iguais a n, ou então dividí-lo pelos primos até que o quociente
 se torne maior que o divisor.
 169 = 13. Portanto, 169 não é primo pois admite 13 como divisor.
 (b) 197
 Solução: 14 < 197 < 15 . Devemos dividir 197 por todos os primos menores ou igual a 13. Como 197 não divisível por 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17. Portanto, 197 é primo.
 (c) 239 Solução: 239, não é divisível por 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17 (172 = 289). 239 é primo.
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(d) 473
 Solução: 473 não é divisível por 2, 3, 5, 7. Mas é divisível por 11. Portanto, 473 não é primo.
 09 – Achar a decomposição canônica do inteiro 5040.
 Solução:
 5040 2
 2520 2
 1260 2
 630 2
 315 3
 105 3
 35 5
 7 7
 1 Resposta: 5040 = 24 x 32 x 5 x 7
 10 – Achar o mdc(a, b) e mmc(a, b) sabendo a = 230 . 521 . 19 . 233 e b = 26 .
 3 . 74 . 112 . 195 . 237
 Solução: O mdc(a,b) é o produto dos fatores comuns com seus menores
 expoentes.
 Portanto, Mdc(a, b) = 26 . 19. 233
 O mmc(a, b) é o produto de todos os fatores com seus maiores expoentes.
 Portanto,
 Mmc(a, b) = 230.3.521.74.112.195.237
 Resposta: mdc(a, b) = 26 . 19. 233 e mmc(a, b) = 230.3.521.74.112.195.237.
 11 – Mostrar que são primos gêmeos:
 (a) 1949 e 1951
 Solução: Primos gêmeos são dois primos que são ímpares consecutivos.
 1ª condição: 1949 e 1951 são dois ímpares consecutivos.
 2ª condição: Devemos verificar se ambos são primos.
 452 > 1949 e 452 > 1951
 Como ambos não são divisíveis por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 e
 43, os dois são primos.
 Portanto são primos gêmeos.
 (b) 1997 e 1999
 Solução:
 1ª condição: são ímpares consecutivos.
 2ª codição: Não são divisíveis por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 e
 43 . Portanto, são primos gêmeos.
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CAPÍTULO 7 - Questões 12 a 26
 13 – Achar uma sequência de quatro inteiros positivos consecutivos e compostos.
 Solução:- A forma mais fácil para encontrar sequências comos essa é usar o fatorial
 somado a inteiros sucessivos a partir de 2 pois no fatorial conterá esse fator.
 Por exemplo em 10! Aparece o fator 4. Portanto, 10! + 4 é múltiplo de 4 pois 10!
 + 4 = (10! / 4 + 1).4.
 Assim, para o que foi pedido podemos tomar 5! + 2, 5! + 3, 5! + 4, 5! + 5 ou
 qualquer outro fatorial somado a inteiros consecutivos.
 Observe que em n! + a, a < n. Resposta: 5! + 2, 5! + 3, 5! + 4, 5! + 5
 14 – Achar um sequência de 100 inteiros positivos consecutivos e compostos.
 Solução : Usando o mesmo reaciocínio anterior teríamos:
 101! + 2, 101! + 3, 101! + 4 . . . 101! + 100, 101! + 101.
 De 2 a 101 temos 100 números. Resposta:- 101! + 2, 101! + 3, 101! + 4 . . . 101! + 100, 101! + 101.
 15 – Verificar a conjectura de Goldbach para os seguintes inteiros pares:
 Solução : A conjectura de Goldbach diz que todo inteiro para maior que 4 pode ser
 expresso como uma soma de dois primos ímpares.
 16 – Verificar que todo par entre 4 e 100 é a soma de dois primos:
 Solução:
 6 = 3 + 3 8 = 2 + 5 10 = 7 + 3 12 = 5 + 7 14 = 3 + 11
 16 = 5 + 11 18 = 7 + 11 20 = 7 + 13 22 = 3 + 19 24 = 19 + 5
 26 = 19 + 7 28 = 5 + 23 30 = 7 + 23 32 = 19 + 13 34 = 29 + 5
 36 = 29 + 7 38 = 31 + 7 40 = 29 + 11 42 = 29 + 13 44 = 13 + 31
 46 = 29 + 17 48 = 29 + 19 50 = 19 + 31 52 = 29 + 23 54 = 23 + 31
 56 = 53 + 3 58 = 53 + 5 60 = 53 + 7 62 = 19 + 43 64 = 53 + 11
 66 = 53 + 13 68 = 61 + 7 70 = 47 + 23 72 = 61 + 11 74 = 61 + 13
 76 = 53 + 23 78 = 47 + 31 80 = 61 + 19 82 = 59 + 23 84 = 71 + 13
 86 = 83 + 3 88 = 83 + 5 90 = 83 + 7 92 = 61 + 31 94 = 47 + 47 96 = 83 + 13 98 = 61 + 37
 17 – Achar o menor inteiro positivo n tal que 2n2 + 29 é um inteiro composto.
 Solução: pode-se garantir que para n = 29, 2n2 + 29 é um número composto pois:
 2.292 + 29 = 29.(2.29 +1) = = 29.59.
 Resta verificar se existe algum composto da forma 2n2+ 29 para n < 29. A tabela abaixo mostra os valores de 2n2 + 29 para 1 < n < 29.
 n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
 2n2+29 31 33 35 37 39 41 43 45 47
 n 10 11 12 13 14 15 16 17 18
 2n2+29 49 51 53 55 57 59 61 63 65
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n 19 20 21 22 23 24 25 26 27
 2n2+29 751 829 911 997 1087 1181 1279 1381 1487
 n 28 - - - - - - - -
 2n2+29 1597 - - - - - - - -
 Verificando, pelo processo das divisões por primos verifica-se que todos os valores
 de 2n2 + 1 são primos. Portanto, o menor valor de n para o qual 2n2 +29 é primo é
 n = 29.
 Resposta: 29.
 18 – Mostar que a soma de inteiros positivos ímpares e consecutivos é sempre um
 inteiro composto.
 Solução:- Se os dois são ímpares consecutivos então eles têm as formas 2k + 1 e 2k + 3.
 Assim, 2k + 1 + 2k + 3 = 4k + 4 = 4(k + 1). 4(k + 1), é múltiplo de 4. Portanto, a soma é um inteiro composto. Cqd.
 19 – Usando a decomposição canônica dos inteiros 507 e 1287, achar o mdc(507,
 1287) e o mm(507, 1287).
 Solução: O mdc é igual ao produto dos fatores comuns com seus menores
 expoentes e o mmc é o produto de todos os fatores com seus maiores expoentes.
 Na decomposição temos: 507 = 3.132 e 1287 = 32.11.13 Resposta: mdc(507, 1287) = 3.13 = 39 e mmc(507, 1289) = 32.11.132 = 16731
 20 – Demonstrar que todo primo, exceto 2 e 3 é da forma 6k – 1 ou 6k + 1, onde k
 é um inteiro positivo.
 Solução:- De acordo com o algoritmo da divisão, todo número ao ser dividido por 6
 é de uma das formas:
 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5.
 Para n = 6k , n é múltiplo de 6. Não é primo.
 Para n = 6k + 1, pode ser primo.
 Para n = 6k + 2, n = 2(3k + 1) n é múltiplo de 2. 6k + 2 não é primo.
 Para n = 6k + 3, n = 3(2k + 1) n é múltiplo de 3. 6k + 3 não é primo.
 Para n = 6k + 4, n = 2(3k + 2) n é múltiplo de 2. 6k + 4 não é primo.
 Para n = 6k + 5, n = 6k + 6 – 1 = 6(k + 1) – 1 = 6k’ – 1. Pode ser primo.
 Portanto, se n for primo ele não pode ser das formas 6k, 6k + 2, 6k + 3 e 6k + 4. Assim, n é primo para 6k – 1 ou 6k + 1. Cqd.
 21 – Achar o menor inteiro positivo pelo qual se deve dividir 3720 para se obter um
 quadrado perfeito.
 Solução: Todo quadrado perfeito tem seus fatores primos elevados a expoentes
 pares.
 Decompondo 3720 temos: 3720 = 23 . 3. 5 . 31. Para que os expoentes dos fatores
 sejam números pares devemos eliminar um dois, o 3, o 5 e o 31. Portanto, 3720
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deve ser dividido por 2.3.5.31 = 930.
 Resposta: 930
 22 – Achar todos os primos que são divisores de 50 !.
 Solução:- Todos os inteiros de 1 a 50 aparecem em 50!, pois 50! =
 1.2.3.4.5....48.49.50!
 Portanto, todos os primos inferiores a 50 são divisores do 50!. Resposta:- 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.
 23 – Mostrar que o único primo da forma n3 – 1 é 7.
 Solução:- Decompondo n3 – 1 temos: n3 – 1 = (n – 1)(n2 + n + 1).
 Para que n3 – 1 seja primo e (n – 1)(n2 + n + 1) são seus fatores, (n – 1) deve ser
 igual a 1. Assim, n – 1 = 1 n = 2.
 Nesse caso, n2 + n + 1 = 22 + 2 + 1 = 7 e n3 – 1 = 23 – 1 = 8 – 1 = 7. Resposta: o único n3 – 1 primo é 7
 24 – Mostrar que todo inteiro da forma n4 + 4, com n > 1 é composto.
 Solução: (1) Se n é par, temos n = 2k (2k)4 + 4 = 16k4 + 4 = 4(4k4 + 1) n4 + 4 é
 múltiplo de 4. Portanto, é composto. (2) Se n é ímpar, temos n = 2k + 1 (2k + 1)4 + 4 = (2k)4 + 4(2k)3 + 6(2k)2 +
 4(2k) + 1 + 5 = 16k4 + 32k3 + 24k2 + 8k + + 6 = 2(8k4 + 16k3 + 12k2 + 4k + 3) n4 + 4 é múltiplo de 2. Portanto, é composto.
 Portanto n4 + 4 é composto, qualquer que seja n. Cqd.
 25 – Mostrar que se n > 4, é composto, então n divide (n – 1)!.
 Solução:- Se n é composto, n pode ser escrito na forma n = ab, com a > 1 e b > 1.
 Consideremos inicialmente b > a.
 Temos então: n = ab > a2 pois b > a . Mas a2 > 2a para a > 2.
 Portanto, n > 2a n – 1 > 2a – 1 = a + a – 1 > a + 1 – 1 = a . Conclui-se
 então que n – 1 > a.
 Temos ainda que n = ab > 2b pois a > 2. Assim, n – 1 > b + b – 1 > b + 1 – 1 =
 b n – 1 > b
 Desta forma, a e b são dois inteiros diferentes, menores que n – 1. Portanto estão
 contidos em (n – 1)!. Desta forma, ab = n divide (n – 1)!.
 Se a = b, teremos: n = ab = b2 > 2b pois a > b.
 Em consequência n – 1 > 2b – 1 > b + b – 1 > b + 1 – 1 n – 1 > b.
 Portanto, o fator b está incluso em ( n – 1)!.
 Provemos que, pelo menos um múltiplo de b, está também contido em (n – 1)!.
 Ora, n = b2 e n > 4 implica que b > 2 ou b > 3. Portanto, n >3b n - 1 > 3b –
 1 = 2b + b – 1 > 2b + 1 – 1 (n – 1) > 2b, de onde se conclui que 2b está
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incluido em (n – 1)!. Se b e 2b estão incluidos em (n – 1)!, 2b2 = 2n2 divide (n –
 1)! n divide (n – 1)!. Cqd.
 26 – Mostrar que todo inteiro da forma 8n + 1, com n > 1, é composto.
 Solução:- Façamos 8n = (23)n = (2n)3 = a.
 Assim, 8n + 1 = a3 + 1. Ora ( a3 + 1) = (a + 1)(a2 – a + 1). Como 2n >2 conclui-se a > 1, de onde se tira a + 1 > 3 . Também, a2 > a a2 – a
 + 1 > 1 e inteiro. Assim, 8n + 1 admite dois fatores maiores que 1. Portanto, 8n + 1 é composto. Cqd.
 CAPÍTULO 7 - Questões 27 a 34
 27 – Mostrar que se n2 + 2 é primo então 3 | n.
 Solução: Todo número inteiro é da forma 3k, 3k + 1 e 3k + 2.
 Se n é da forma 3k + 1, teremos: n2 + 2 = (3k + 1)2 + 2 = 3k2 + 6k + 1 + 2 = 3.(k2 + 2k + 1) para números da forma (3k + 1), n2 + 2 é composto.
 Se n é da forma 3k + 2, teremos: n2 + 2 = (3k + 2)2 + 2 = 9k2 + 12k + 4 + 2 = 3.(3k2 + 4k + 2) para números da forma (3k + 2), n2 + 2 não é primo.
 Assim, n2 + 2 só poderão ser primos se n for da forma 3k 3 | n. Cqd.
 28 – Mostrar, mediante um exemplo, que a seguinte conjectura é falsa:
 Todo inteiro positivo pode-se escrever sob a forma a2 + p, onde o inteiro a > 0 e p é um inteiro primo ou 1.
 Solução: Após testar todos os inteiros de 1 até 25, verifica-se que 25 não tem a
 forma indicada pois; 25 = 1 + 24 ou 25 = 4 + 21 ou 25 = 9 + 16 ou 25 = 16 + 9.
 Observe que 24, 21, 16 e 9 não são primos e 1, 4, 9 e 16 são os únicos quadrados menores que 25.
 29 – Demonstrar as seguintes propriedades:
 (a) Todo primo da forma 3n + 1 é também da forma 6m + 1.
 Solução: Se 3n + 1 é primo, 3n + 1 é impar. Assim, n e um número par. Portanto,
 para qualquer valor de m existe n tal que n + 2m.
 Podemos então escrever 3(2m) + 1 = 6m + 1.
 (b) Todo inteiro da forma 3n + 2 tem um fator primo desta forma.
 Solução: Se 3n + 2 é primo, sua decomposição em fatores primos é 3n + 2 = (3n + 2).1 3n + 2 tem um fator primo da forma 3n + 2.
 Se 3n + 2 não é primo, seja 3n + 2 = a1.a2.a3...an sua decomposição canônica em
 fatores primos. Como todo número inteiro tem uma das formas 3k, 3k + 1 ou 3k +
 2, os fatores ai de 3n + 2 não podem ser da forma 3k pois 3k é múltiplo de 3,
 portanto não será primo.
 Assim, cada ai somente poderá assumir uma das formas 3k + 2 ou 3k + 1.
 Se todos forem da forma 3k + 1, teríamos:
 (3k + 1)(3k’ + 1) = 9kk’ + 3k + 3k’ + 1 = 3.(3kk’ + k + k’) + 1 que é da forma 3n + 1. Portanto, 3n + 2 deve admitir pelo menos 1 fator da forma 3n + 2.
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(c) Se p > 5 é um primo, então p2 + 2 é composto.
 Solução: Todo inteiro pode ser representado por uma das formas 3k , 3k + 1 ou 3k
 + 2.
 Para p = 3k, p não é primo. Portanto, se p é primo e maior ou igual a 5, p é da
 forma 3k + 1 ou 3k + 2, com k > 1.
 Se p = 3k + 1, temos p2 + 2 = (3k + 1)2 + 2 = 9k2 + 6k + 1 + 2 = 9k2 + 6k + 3
 = 3.(9k2 + 6k + 1) é múltiplo de 3, maior que 3 pois k > 1.
 Se p = 3k + 2 , temos p2 + 2 = (3k + 2)2 + 2 = 9k2 + 12k + 4 + 2 = 9k2 + 12k +
 6 = 3.(3k2 + 4k + 2) é múltiplo de 3, maior que 3, pois k > 1. Assim, qualquer que seja p > 5, p primo, p2 + 2 é composto. Cqd
 (d) Se p é um primo e se p | an , então pn | an.
 Solução: Seja a = a1.a2.a3...an a decomposição canônica de a em fatores primos.
 Assim teremos: an = a1n.a2
 n.a3n...an
 n . Todos os fatores primos de an são da forma
 ain.
 Se p | an , então em p é um fator primo de an , o que permite, conforme indicado
 acima, que pn é fator de an.
 Portanto, pn | an. Cqd
 (e) Todo inteiro n > 11 pode ser expresso como a soma de dois inteiros
 compostos.
 Solução: Se n é par, temos, n = 2k , com k maior que 5. Assim, n = 2k = 2.(k – 2)
 + 4 onde 2.(k – 2) é um composto maior que 2 pois de k > 5 conclui-se que k – 2
 > 3 e 2.(k – 2) é um par maior que 6 e 4 é um composto.
 Se n é ímpar, temos n = 2k + 1 com k > 5. Assim, n = 2k + 1 = 2.(k – 4) + 1 + 8
 = 2.(k – 4) + 9. Como k > 5, k – 4 > 1 2(k – 4) é um par maior que 4 e 9 é um múltiplo de 3.
 Assim, para n > 11, n pode ser expresso como 2(k – 2) + 4 se n for para e 2(k – 4) + 9 se n for ímpar.
 (f) Se p > q > 5 e se p e q são ambos primos, então 24 | p2 – q2. Solução: Para p = q, a propriedade é evidente, pois p = q p2 – q2 = 0 e 24 | 0.
 Devemos provar que p2 – q2 é múltiplo de 3 e múltiplo de 8.
 Para p q, façamos p2 – q2 = (p + q)(p – q). Assim, se p + q ou p – q, for
 múltiplo de 3 p2 – q2 será múltiplo de 3. O mesmo ocorrendo com 8 e p2 – q2.
 Provemos inicialmente que p2 – q2 é múltiplo de 3.
 Se p e que são primos, então p = 3k + 1 ou 3k + 2 e q = 3k’ + 1 ou 3k’ + 2.
 Para p = 3k + 1 e q = 3k’ + 1 teremos p – q = (3k + 1) – (3k’ + 1) = 3k – 3k’ = 3.(k – k’) (p – q) é múltiplo de 3.
 Para p = 3k + 2 e q = 3k’ + 2 teremos p – q = (3k + 2) – (3k’ + 2) = 3k – 3k’ =
 3.(k – k’) (p – q) é múltiplo de 3.
 Para p = 3k + 1 e q = 3k’ + 2 teremos p + q = (3k + 1) + (3k’ + 2) = 3.(k + k’ + 1) (p + q) é múltiplo de 3.
 Para p = 3k + 2 e q = 3k’ + 1 teremos p + q = (3k + 2) + (3k’ + 1) = 3.(k + k’ + 1) (p + q) é múltiplo de 3.
 Portanto, p2 – q2 é múltiplo de 3, em todas as situações possíveis.
 Provemos agora que p2 – q2 é múltiplo de 8.
 Sendo p e q primos maiores ou iguais a 5, então p = 4k + 1 ou 4k + 3 e q = 4k’ +
 1 ou 4k’ + 3, com k e k maior ou igual a 1. Note que 4k e 4k + 2 não são primos pois são múltiplos de 2.
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Portanto, quaisquer que sejam as formas de p e q primos, (p + q)(p – q) = p2 – q2
 é múltiplo de 8
 Como p2 – q2 é múltiplo de 3 e múltiplo de 8, sendo mdc(3, 8) = 1, p2 – q2 é múltiplo de 24, ou 24 | p2 – q2.
 (g) Se p 5 é um primo ímpar, então p2 – 1 ou p2 + 1 é divisível por 10.
 Solução:- Seja p um primo diferente de 5. Sendo p 5, um inteiro primo, então, p
 pode ter uma das formas:
 p = 10k + 1, 10k + 3, 10k + 7, 10k + 9.
 Note que para p = 10k, 10k + 2, 10k + 4, 10k + 6 e 10k + 8 p é um número par,
 portanto não primo ímpar) e p = 10k + 5 é um múltiplo de 5.
 No caso de k = 0 teremos p = 5, o que não serve.
 Assim, confirmamos que p = 10k + 1, 10k + 3, 10k + 7 ou 10k + 9. A tabela abaixo mostra os quadrados dessas formas:
 Observando a tabela, sempre uma das formas p2 + 1 ou p2 – 1 é um múltiplo de
 10. Cqd.
 30 – Verificar que todo inteiro pode escrever-se sob a forma 2km, onde o inteiro k
 > 0 e m é um inteiro ímpar.
 Solução: Se n é um inteiro ímpar, faz-se m = n e n = 20.m.
 Se n é um inteiro para, na sua decomposição canônica temos, n =
 2k.a1k1.a2
 k2.a3k3....an
 kn . Somente o fator 2 é um primo par. Assim, o produto de
 todos os fatores, exceto 2, é um número ímpar. Portanto, conclui-se: n = 2k.m. Cqd.
 31 – Demonstrar que o inteiro positivo a > 1 é um quadrado perfeito se e somente
 se todos os expoentes dos fatores primos da sua decomposição canônica são
 inteiros pares.
 Solução:- Seja a é um quadrado perfeito então a tem a forma n2. Se n =
 n1k1.n2
 k2.n3k3. ... nn
 kn, onde n1k1.n2
 k2.n3k3. ... nn
 kn é a decomposição canônica em
 fatores primos de n, teremos n2 = (n1k1.n2
 k2.n3k3. ... nn
 kn)2 = n12k1.n2
 2k2.n32k3. ...
 nn2kn . Como todos os expoentes são da forma 2k, conclui-se que todos os
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expoentes são pares.
 Seja então ni um fator primo de n cujo expoente não seja par. Neste caso, o fator
 teria expoente da forma 2k + 1. Ora, ni2k + 1 = ni
 2k . ni. ni2k tem expoente para,
 portanto está de acordo com o que foi dito anteriormente. Para que fosse
 quadrado, ni deveria ter dois fatores primos iguais. Como ni é primo isto não é
 possível. Portanto, todo número é quadrado perfeito, se e somente se, todos os expoentes dos fatores primos na decomposição canônica for par. Cqd.
 32 – Demonstrar que, se o inteiro n é composto, então 2n – 1 também é composto.
 Solução: Evidentemente se trata de n positivo, pois se n < 0 , n – 1 é negativo e 2n
 – 1 não será um inteiro. Assim, para n > 0 e n composto, n > 3. Teremos então n – 1 > 2 2n – 1 = 2k, k =
 n – 1 > 2 inteiro k – 2 > 0 (k – 1) > 0 .
 Ora, 2n – 1 = 2k = 2.(2k – 1) que é múltiplo de 2 (não se esqueça que k – 1 > 0)
 2n – 1 é composto.
 33 – Demonstrar que, se o inteiro n > 2, então existe um primo p tal que n < p <
 n!.
 Solução: Temos 2.(n – 1) = n + n – 2 > n + 2 – 2 > n . Portanto, 2.(n – 1) > n
 (1).
 Como n!/[2(n – 1)] = n(n –2)(n – 3).....3 resulta também que n! > 2.(n – 1) (2).
 De (1) e (2) concluímos que n! > 2.(n – 1) > n.
 Ora, para todo n > 3, entre n e 2(n – 1) existe pelo menos um primo, de acordo
 com a proposição de Tschebischeff, concluimos que entre n e n! existe um primo p.
 Para n = 2, temos 2! = 4. Temos o 3 que é primo. Portanto, para n > 2, existe p primo, tal que n < p < n!. Cqd.
 34 – Demonstrar que todo primo ímpar é da forma 4k + 1 ou 4k – 1, onde k é um
 inteiro positivo.
 Solução: Qualquer que seja n inteiro, n = 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3.
 Se n é primo ímpar, n não pode assumir uma das formas 4k e 4k + 2 pois estas
 são formas de pares.
 Assim, n só pode ser 4k + 1 ou 4k + 4. Para n = 4k + 3, temos n = 4k +3 + 1 – 1
 = 4(k + 1) – 1 que é da forma 4k – 1. Cqd.
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CAPÍTULO 8 - Questões 01 a 03
 Informações:
 (a) ax + by = c tem solução se e somente s c for múltiplo do mdc(a, b).
 (b) se x0 e y0 é uma solução particular de ax + by = c, então x = x0 + (b/d)t e y
 = y0 - (a/d)t, com t um inteiro qualquer e d = mdc(a, b), são soluções de ax + by = c.
 01 – Determinar todas as soluções inteiras das seguintes equações diofantinas
 lineares:
 Neste item resolveremos apenas os das letras (a) e (d) pois o processo de resolução é repetitivo.
 (a) 56x + 72y = 40
 Solução: Calculando o mdc(72, 56)
 72 = 56.1 + 16
 56 = 16.3 + 8
 16 = 8.2 + 0
 8 = 56 – 16.3 = 56 – (72 –56.1).3 = 56.4 – 72.3 = 56.(4) + 72(-3)
 Temos: 40 = 8.5 = 56.(4.8) + 72.(-3.5) = 56.(32) + 72(-15).
 Solução particular: xo = 32 e yo = -15.
 Todas as soluções:- x = 32 + (72/8)t = 32 + 9t e y = -15 - (56/8)t = -15 -
 7t. Resposta:- x = 32 + 9t e y = -15 – 7t
 (b) 24x + 138y = 18 Resposta: x = 18 + 23t y = -3 – 4t
 (c) 221x + 91y = 117 Resposta: x = -18 + 7t e y = 45 – 17t
 (d) 84x – 438y = 156
 Solução: mdc(438, 84)
 438 = 84.5 + 18 ;84 = 18.4 + 12 ;18 = 12.1 + 6 ;12 = 6.2 + 0
 6 = 18 – 12.1 = 18 – (84 – 18.4).1 = 18.5 – 84.1 = (438 – 84.5).5 – 84.1 = = 84(-26) + 438(5) = 84(-26) – 438(-5)
 156 = 6.26 = 84(-26.26) – 438(-5.26) = 84(-676) – 438(-130)
 Solução particular: xo = -676 e yo = -130
 Soluções: x = -676 + (-438/6)t = -676 + 73t y = -130 – (84/6)t = -130 – 16t.
 Resposta:- x = -676 - 73t y = -130 – 16t.
 (e) 48x + 7y = 5 Resposta:- x = -5 + 7t y = 35 – 48t
 (f) 57x – 99y = 77 Resposta: não tem solução pois mdc(57, 99) = 3 e 31 não é multiplo de 3
 (g) 11x + 30y = 31 Resposta: x = 11 + 30t y = -3 – 11t
 (h) 27x – 18y = 54 Resposta: x = 2 - 2t y = - 3t (note que x = 2 e y = 0 é solução imediata)
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(i) 13x – 7y = 21 Resposta: x = -7t y = -3 – 13t ( x = 0 e y = -3 é solução
 imediata)
 (j) 44x + 66y = 11 Resposta: não tem solução pois mdc(44, 66) = 22 e 11 não é múltiplo de 22
 (k) 21x – 12y = 72 Resposta: x = -4t y = -6 - 7t (x = 0 e y = -6 é solução imediata)
 (l) 17x + 54y = 8 Resposta: x = 10 + 54t y = -3 – 17t
 02 – Determinar todas as soluções inteiras e positivas das seguintes equações
 diofantinas lineares:
 (a) 5x – 11y = 29.
 Solução: Encontrando o mdc 11 = 5.2 + 1 mdc (5, 11) = 1.
 Para 5x – 11y = 1 temos a solução imediata x = -2 e y = -1.
 Para 5x – 11y = 29, teremos x = -2.29 = - 58 e y = -1.29 = -29
 As demais soluções inteiras são das formas x = -58 + (-11/1)t = -58 - 11t e y = -
 29 – (5/1)t = -29 – 5t.
 Como as soluções devem ser positivas: - 58 - 11t > 0 -11t > 58 11t < -58 t < - 58/11 ou t < -6 ( t deve ser
 inteiro) -29 – 5t > 0 -5t > 29 5t < -29 t < -29/5 t < -6
 Resposta:- as soluções inteiras e positivas são: x = -58 – 11t e y = -29 – 5t , para t inteiro e t < -6
 (b) 32x + 55y = 771
 Solução: mdc(32, 55) = 1
 55 = 32.1 + 23 ;32 = 23.1 + 9 ;23 = 9.2 + 5 ;9 = 5.1 + 4 ;5 = 4.1 + 1
 1 = 5 – 4.1 = 5 – (9 – 5.1).1 = 5.2 – 9.1 = (23 – 9.2).2 – 9.1 =
 = 23.2 – 9.5 = 23.2 – (32 – 23.1)5 =
 = 23.7 – 32.5 = (55 – 32.1).7 – 32.5 = 32.(-12) + 55(7)
 771 = 771.1 = 32(-12.771) + 55.(771.7) = 32.(-9252) + 55(5397)
 Solução geral: x = -9252 + (55/1)t = -9252 + 55t e y = 5397 – (32/1)t = 5397 –
 32t
 Para soluções positivas -9252 + 55t > 0 t > 168 e 5397 – 32t > 0 t < 168 não é possivel.
 Portanto, não existem soluções positivas.
 Os demais itens são resolvidos pelo mesmo procedimento anterior. Por esse motivo
 deixaremos a cargo do leitor a solução e daremos apenas as respostas. Você
 poderá encontrar resposta diferente. Nesse caso faça a verificação da resposta encontrada na equação .
 (c) 58x – 87y = 290 Resposta: x = 8 - 3t ;y = 2 - 2t, onde t > 0
 (d) 62x + 11y = 788 Resposta: x = 1, y = 66 e x = 12, y = 4.
 (e) 30x + 17y = 300 Resposta: Não tem soluções positivas
 (f) 54x + 21y = 906 Resposta: x = 2, y = 38; x = 9, y = 20; x = 16, y = 2
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(g) 123x + 360y = 99 Resposta: Não tem soluções positivas
 (h) 158x – 57y = 7 Resposta: x = 17 – 57t, y = 47 – 158t, onde t < 0.
 3 – Determinar o menor inteiro positivo que dividido por 8 e por 15 deixa os restos
 6 e 13, respectivamente.
 Solução: Seja n o número inteiro positivo. Pelo algoritmo da divisão temos: n = 8x
 + 6 e n = 15y + 13. Como n é positivo, os quocientes x e y devem ser positivos.
 Assim, 8x + 6 = 15y + 13 8x – 15y = 13 – 6 8x – 15y = 7.
 Uma solução particular imediata dessa equação é x = -1 e y = - 1.
 O menor valor de n será obtido ao tomar o menor valor de x e y que satisfaça a
 equação 8x – 15y = 7
 A solução geral da equação 8x – 15y = 7 é: x = -1 + (-15/1)t = -1 – 15t e y = -
 1 – (8/1)t = -1 – 8t. (mdc(8,15) = 1)
 Como x e y devem ser ambos positivos:
 -1 – 15t > 0 t < -1/15 e –1 – 8t < 0 t < -1/8. Para satisfazer as duas
 condições, t < -1/8. O menor valor positivo de x e de y ocorre então para t = -1.
 Portanto: x = -1 –15(-1) = 14 e y = -1 – 8(-1) = 7.
 Portanto n = 8.14 + 6 = 118 ou n = 15.7 + 13 = 188. Resposta: 188
 CAPÍTULO 8 - Questões 04 e 05
 4 – Exprimir 100 como soma de dois inteiros positivos de modo que o primeiro seja divisível por 7 e o segundo seja divisível por 11.
 Solução:
 De acordo com o enunciado, sejam 7x e 11y os dois inteiros positivos.
 Temos então 7x + 11y = 100.
 Resolvendo 7x + 11y = mdc(7,11) = 1 temos:
 11 = 7.1 + 4; 7 = 4.1 + 3 ;4 = 3.1 + 1
 1 = 4 – 3.1 = 4 – (7 – 4.1)1 = 4.2 – 7.1 = (11 – 7.1)2 – 7.1 = 7(-3) + 11.(2)
 Como 100 = 100.1 temos 100 = 7(-3.100) + 11(2.100) = 7(-300) + 11(200)
 As soluções são: x = -300 + 11t e y = 200 – 7t. Como x e y são inteiros positivos -300 + 11t > 0 t > 300/11 > 27 e 200 – 7t >
 0 t < 200/7 t < 29
 Portanto, t = 28.
 Neste caso temos x = -300 + 11.28 = 8 e y = 200 – 7.29 = 4. Os números são 7x = 7.8 = 56 e 11.4 = 44. Resposta: 56 e 44.
 5 – Determinar as duas menores frações positivas que tenham 13 e 17 para
 denominadores e cuja soma seja igual a 305/221.
 Solução: Sejam x/13 e y/17 as frações.
 Temos então x/13 + y/17 = (17x + 13y)/221 = 305/221.
 A solução consiste em encontrar os menores valores de x e y , inteiros positivos,
 que satisfaçam a igualdade
 17x + 13y = 305 = 305.1 = 305mdc(17, 13)
 17 = 13.1 + 4 ;13 = 4.3 + 1
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Temos 1 = 13 – 4.3 = 13 – (17 – 13.1).3 = 17(-3) + 13(4)
 305 = 17(-3.305) + 13(4.305) = 17(-915) + 13(1220).
 As soluções são: x = -915 + 13t e y = 1220 – 17t.
 Como x e y são inteiros positivos, x > 0 e y > 0, resulta
 -915 + 13t > 0 t > 70 e 1220 – 17t > 0 t < 72 t = 71.
 Portanto, x = -915 + 13.71 = 8 e y = 1220 – 17.71 = 13. Resposta:- Para as frações temos 8/13 e 13/17.
 06 – Demonstrar que se a e b são inteiros positivos primos entre si, então a
 equação diofantina ax – by = c têm um número infinito de soluções inteiras e
 positivas.
 Solução: A solução geral da equação ax – by = c é x = x0 + (-b/d)t e y = y0 –
 (a/d)t onde x0 e y0 é uma solução particular e d = mdc(a, b). As soluções serão positivas se x0 + (-b/d)t > 0 x0 –(b/d)t > 0 (b/d)t < x0 (b
 e d são positivos) t < x0.d/b e y0 – (a/d)t > 0 t < y0d/a. Como t é menor que
 os dois valores, existem infinitos valores para t e por conseguinte, uma infinidade de soluções inteiras e positivas para a equação. Cqd.
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CAPÍTULO 9 - Questões 01 a 14
 01 – Verdadeiro (V) ou falso (F)
 Obs: usaremos a notação ~
 (a) 91 0 (mod.7) Verdadeiro pois 91 = 7.13
 (b) 3 + 5 + 7 5 (mod.10) Verdadeiro 3 + 5 + 7 = 15 = 10.1 + 5
 (c) –2 2 (mod.8) Falso. (-2 + 8) = 6 -2 6
 (d) 112 1 (mod.3) Verdadeiro 112 22 1 (11 = 3.3 + 2 portanto 11 2)
 (e) 17 ~ 9 (mod.2) Falso 17 9 1 (mod.2)
 (f) 42 ~ -8 (mod.10) Falso. 42 = 10.4 + 2 2 e -8 = 10.(-1) + 2 2
 02 – Verdadeiro (V) ou falso (F)
 (a) x 3 (mod.5) ===> x { ....–7, -2, 3, 8, 13 .... } Verdadeiro. –7 = 5.(-2)
 + 3 3. Somando 5 a –7, obtém-se os demais elementos.
 (b) 5 -1 (mod.6) e -1 -7 (mod.6) ===> 5 -7 (mod.6) Verdadeiro.
 Transitividade da relação mod.
 03 – Achar o menor inteiro positivo que represente a soma:
 (a) 5 + 3 + 2 + 1 + 8 (mod. 7)
 Solução: 5 + 2 0 (mod.7), 3 + 1 4 (mod.7) 8 1 (mod.7).
 Portanto 5 + 3 + 2 + 1 + 8 0 + 4 + 1 5 (mod. 7) . Resposta: 5
 (b) 2 + 3 – 1 + 7 – 2 (mod.4)
 Solução: 2 + 3 1 (mod. 4) e -1 + 7 – 2 = 4 0 (mod. 4)
 Portanto: 2 + 3 – 1 + 7 – 2 1 + 0 1 (mod. 4) . Resposta. 1
 04 - Sabendo-se que 1066 1766 (mod. m), achar todos os possíveis valores do
 módulo m.
 Solução: Sejam a e b os quociente das divisões de 1066 e 1766 por m e x o resto.
 Os restos são iguais pois 1066 e 1766 são côngruos (mod. m).
 Assim temos: 1066 = ma + x e 1776 = mb + x.
 Subtraindo a primeira igualdade da segunda resulta: 1776 – 1066 = ma + x –
 (mb + x) = ma – mb
 Portanto: 710 = m(a – b). Isto implica que m é divisor de 710, ou seja m = 2, 5,
 10, 142, 355 e 710.
 05 – Exprimir que “n é ímpar” de três outras maneiras.
 Solução:
 (1) n 1 (mod. 2) (2) n - 1 (mod. 2) (3) n = 2k + 1 (4) n = 2k
 – 1
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06 – Achar todos os inteiros x tais que 0 < x < 15 e 3x 6 (mod. 15)
 Solução: Se 3x 6 (mod.15), temos 3x = 15.a + 6 3x – 15.a = 6.
 Como pode ser observado, a última igualdade é uma equação diofantina. Observe
 que mdc(3, 15) = 3
 Uma solução particular imediata é x = 7 e a = 1. Assim, x = 7 + (-15/3)t = 7 –
 5t e a = 1 – (3/3)t = 1 – t
 Como 0 < x < 15, temos:
 7 – 5t > 0 -5t > - 7 t < 7/5 e
 7 – 5t < 15 -5t < 8 t > -8/5.
 Os valores inteiros de t são 1, 0, -1.
 Nesses casos temos para o valor de x: x = 7 –5.1 = 2; x = 7 – 5.0 = 7 e x = 7 –
 5(-1) = 12 Resposta: 2, 7 e 12.
 07 – Achar todos os inteiros x tais que 1 < x < 100 e x 7 (mod. 17)
 Solução: Como x 7, (mod.7) temos: x = 17.a + 7 x – 17a = 7 .
 Uma solução particular imediata para a equação acima é x = -10 e a = -1.
 As demais soluções x = -10 + (-17/1)t = -10 - 17t e a = -1 – (1/1)t = -1 – t
 Como 0 < x < 100, podemos tirar: -10 – 17t > 0 t < -10/17 e -10 – 17t < 100 t > - 110/17. De onde se conclui
 –5 < t < -1, pois t é um inteiro. Os valores de t são então: - 6, -5, -4, -3, -2, -1 e
 em consequência, temos x = -10 –17(-6) = 92; x = -10 – 17(-5) = 75; x = -10 –
 17(-4) = 58; x = -10 – 17(-3) = 41; x = -10 –17(-2) – 24 e x = -10 –17(-1) = 7. Resposta:- 7, 24, 41, 58, 75 e 92.
 08 – Sabendo-se que k 1 (mod. 4), mostrar que 6k + 5 3 (mod. 4)
 Solução:
 Se k 1 (mod. 4) então k = 4n + 1 (deixa resto 1 na divisão por 4)
 6k + 5 = 6(4n + 1) + 5 = 24n + 6 + 5 = 24 n + 8 + 3 = 4(6n + 2) + 3 6k + 5
 deixa resto 3 na divisão por 4. Portanto: 6k + 5 3 (mod. 4). Cqd.
 9 – Mostrar, mediante um exemplo, que a2 b2 (mod.m) não implica a b
 (mod.m).
 Solução: 362 42 (mod. 4) pois 36 = 9.4 + 0 e 4 = 4.1 + 0. Porém 6 ~ 4 (mod.
 4)
 10 – Mostrar que todo primo (exceto 2) é congruente módulo 4 a 1 ou 3.
 Solução: Todo número inteiro tem uma das formas 4n, 4n + 1, 4n + 2 ou 4n + 3.
 Se k é primo, k 4n e K 4n + 2 são pares. Portanto, exceto k =2, são números
 compostos.
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Assim, se k é primo (exceto 2) ele terá uma das formas 4kn+ 1 ou 4n + 3.
 Portanto, os restos das divisões por 4 serão 1 ou 3, o que implica que são congruentes com 1 ou 3. Cqd.
 11 – Mostrar que todo primo (exceto 2 ou 3) é congruente módulo 6 a 1 ou 5.
 Solução: Todo número inteiro é expresso por uma das formas 6n, 6n + 1, 6n + 2,
 6n + 3, 6n + 4 e 6n + 5.
 As formas 6n, 6n + 2, 6n + 4 são características de números pares, inclusive o 2
 (para 6n + 2, com n = 0). Portanto, todos, exceto 2, são compostos.
 A forma 6n + 3, caracteriza os múltiplos de 3. Para n = 0, 6n + 3 = 3 que é
 primo. Para os demais, 6n + 3 são compostos.
 Assim, as formas 6n + 1 e 6n + 5 podem constituir números primos, exceto o 2 e o
 3 conforme acima. Deste modo, os restos das divisões dos primos, exceto 2 ou 3,
 por 6, são 1 ou 5. Disto se conclui que os primos, exceto 2 e 3, são congruentes com 1 ou 5. Cqd.
 12 – Mostrar que 1110 1 (mod. 100).
 Solução: 112 = 121 21 (mod.100)
 112 . 112 = 104 21 x 21 = 441 41 (mod.100)
 114.114 41.41 = 1681 81 (mod. 100)
 118.112 = 1110 81x21 = 1701 1 (mod. 100)
 13 - Mostrar que 41 divide 220 – 1.
 Solução: Se 41 | 220 – 1, então 220 – 1 0 220 1 (mod.41).
 Portanto, devemos provar que 220 é congruente com 1 mod. 41.
 Temos: 27 = 128 5 mod.41 pois 128 = 3.41 + 5.
 26 = 64 23 (mod. 41) pois 64 = 41.1 + 23
 220 = 27 x 27 x 26 5 x 5 x 23 = 575 = 41.24 + 1 1 (mod. 41)
 14 – Achar os restos das divisões de 250 e 4165 por 7.
 Solução:
 (1) 250 = 23.16 + 2 = (23)16.22 (1)16 .4 1.4 4. Portanto, o resto da divisão de
 250 por 7 é 4.
 Obs. Note que 23 = 8 = 7.1 + 1 1 (mod. 7).
 (2) 41 -1 mod (7) pois 41 = 7.6 – 1.
 4165 (-1)65 = -1. Portanto –1 é o resto. O resto positivo será –1 + 7 = 6.
 CAPÍTULO 9 - Questões 15 a 22
 15 – Mostrar que
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(a) 89 | 244 – 1.
 Solução: Se 89 | 244 – 1 então, 244 - 1 = 89.m 244 = 89m + 1. Portanto,
 devemos provar que 244 1 (mod. 89).
 A potencia inteira de dois imediatamente maior que 89 é 128 = 27 e 128 = 89.1 +
 39 39 (mod.89)
 27 x 27 = 214 39 x 39 = 1521 = 17.89 + 8 8
 244 = 214 x 214 x 214 x22 8 x 8 x 8 x 4 = 128 x 16 39 x 16 = 624 = 89.7 + 1
 1 (mod. 89). Portanto, 244 1 (mod.89)
 (b) 97 | (248 – 1)
 Solução: Conforme item anterior, devemos provar que 248 1 (mod. 97)
 Tomemos a potência 29 = 512 = 5.97 + 27 27 (mod. 97)
 218 = 29 x 29 27 x 27 = 729 = 7 x 97 + 50 50 (mod. 97)
 236 = 218 x 218 50 x 50 = 2500 = 25.97 + 75 75 (mod. 97)
 248 = 236 x 29 x 23 75 x 27 x 8 75 x 216 75 x ( 97.2 + 22) 75 x 22 = 1650
 = 97.17 + 1 1 (mod. 97).
 Portanto, 248 1 (mod. 97) ou 97 | 248 - 1 .
 16 – Demonstrar que, se a b (mod. m) então mdc(a, m) = mdc(b, m).
 Solução: Se a b (mod. m) então a = xm + r e b = ym + r.
 Para r = 0, m é um divisor de a mdc(a, m) = m.
 Da mesma forma, m é um divisor de b mdc(b, m) = m.
 Assim, concluímos que mdc(a, m) = m = mdc(b, m).
 Para r 0, mdc(a, m) = mdc(m, r) e mdc(b, m) = mdc(m, r) de acordo com o
 algoritmo de Euclides ou processo das divisões sucessivas. Assim, mdc(a, m) = mdc(m, r ) = mdc(b, m).
 17 – Mostrar, mediante um exemplo, que ak bk (mod. m) e k j não implica aj
 bj.
 Solução: 82 62 (mod. 7) pois 82 = 64 = 7.9 + 1 e 62 = 36 = 5.7 + 1 e 2 9
 (mod. 7)
 89 = 82. 82. 82. 82.8 1.1.1.(7.1 + 1) 1.1.1.1 1
 69 = 62.62.62.62.6 1.1.1.6 6 que não congruente com 89.
 18 – Demonstrar as seguintes proposições:
 (a) Se a é um inteiro ímpar então a2 1 (mod. 8)
 Solução: Todos os inteiros são de uma das formas, 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3.
 Serão ímpares as formas 4k + 1 e 4k + 3.
 Assim, a2 = (4k + 1)2 = 16k2 + 8k + 1 = 8(2k2 + k) + 1 = 8n + 1 1 (mod. 8)
 a2 = (4k + 3)2 = 16k2 + 24k + 9 = 16k2 + 24k + 8 + 1 = 8(2k2 + 3k + 1) + 1 1
 (mod. 8)
 (b) Se a é um inteiro qualquer, então a3 0, 1 ou 8 (mod. 9).
 Solução:- Todo número inteiro tem a forma: 3n, 3n + 1 ou 3n + 2. Para os seus
 cubos, temos:
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(3n)3 = 27n3 = 9(3n3) + 0 0 (mod.9)
 (3n + 1)3 = (3n)3 + 3.(3n)2.1 + 3(3n).12 + 13 = 27n3 + 27n2 + 9n + 1 = 9(3n3 +
 3n2 + n) + 1 1 (mod. 9)
 (3n + 2)3 = (3n)3 + 3.(3n)2.2 + 3(3n).22 + 23 = 27n3 + 54n2 + 36n + 1 = 9(3n3 + 6n2 + 4n) + 8 8 (mod. 9).
 (c) Se a é um inteiro qualquer, então a3 a (mod. 6).
 Solução:- Qualquer inteiro é de uma das formas: 6k 0 , 6k + 1 1, 6k + 2 2,
 6k + 3 3, 6k + 4 4, 6k + 5 5.
 Elevando ao cubos estas formas temos: (6k)3 = 6(6k3) 0 6k (mod. 6)
 (6k + 1)3 = (6k)3 + 3(6k)2 + 3(6k) + 1 = 216k3 + 108k2 + 18k + 1 = 6(36k3 +
 18k2 + 3k) + 1 1 6k + 1 (mod. 6)
 (6k + 2)3 = (6k)3 + 3(6k)2.2 + 3(6k).22 + 23 = 216k3 + 216k2 + 72k + 8 = 6(36k3
 + 36k2 + 12k + 1) + 2 2 6k + 2 (mod. 6)
 (6k + 3)3 = (6k)3 + 3(6k)2.3 + 3(6k).32 + 9 = 216k3 + 324k2 + 162k + 9 = 6(36k3
 + 54k2 + 27k + 1) + 3 3 6k + 3 (mod. 6)
 (6k + 4)3 = (6k)3 + 3(6k)2.4 + 3(6k).42 + 27 = 216k3 + 432k2 + 432k + 64 =
 6(36k3 + 72k2 + 72k + 10) + 4 4 6k + 4 (mod. 6)
 (6k + 5)3 = (6k)3 + 3(6k)2.5 + 3(6k).52 + 1 = 216k3 + 540k2 + 450k + 125 = 6(36k3 + 54k2 + 27k + 20) + 5 5 6k + 5 (mod. 6).
 19 – Determinar quais dos seguintes conjuntos são sistemas completos de restos
 módulo 4.
 Solução:- Um conjunto é um sistema completo de restos módulo 4, se os elementos desse conjunto forem côngruos com 0, 1, 2 e 3.
 (a) { -2, -1, 0, 1}
 Solução: Considerando o módulo 4, temos - 2 2 pois –2 = 4(-1) + 2
 - 1 3 pois –1 = 4(-1) + 3
 Portanto, temos o conjunto equivalente (0, 1, 2, 3}. Assim, o conjunto dado é um sistema completo de restos.
 (b) {0, 4, 8, 12}
 Solução: 4 = 4.1 + 0 0
 8 = 4.2 + 0 0
 12 = 12.3 + 0 0.
 Portanto o conjunto dado é equivalente ao conjunto { 0 }, de onde se conclui que
 não é um conjunto completo de restos.
 (c) { -13, 4, 17, 18 }
 Solução:
 -13 = 4(-4) + 3 3
 4 = 4( 1) + 0 0
 17 = 4.4 + 1 1
 18 = 4.4 + 2 2
 O conjunto dado é equivalente a {0, 1, 2, 3}. Portanto é um conjunto completo de restos módulo 4.
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(d) –5, 0, 6, 22
 Solução:
 -5 = 4(-2) + 3 3
 0 0
 6 = 4.1 + 2 2
 22 = 4.5 + 2
 O conjunto é equivalente a {0, 2, 3}. Portanto, não é um conjunto completo.
 Respostas: São conjuntos completos os das letras a e c.
 20 – Determinar quais dos seguintes conjuntos são sistemas completos de restos
 módulo 6.
 Solução:- Um sistema completo de restos módulo 6 deve ser equivalente ao
 conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5}
 (a) { 1, 2, 3, 4, 5} .
 Resposta: Não é um conjunto completo. Falta o 0 (zero)
 (b) {0, 5, 10, 15, 20, 25}
 Resposta: Sim pois os restos da divisão por 6 são respectivamente: 0, 5, 4, 3, 2, 1.
 (c) {-4, -3, -2, -1, 0, 1}
 Resposta: Sim, pois -4 2, -3 3, -2 4, -1 5 (mod. 6) . Assim temos {0, 1, 2,
 3, 4, 5}
 (d) {17, -4, 6, 7, 10, 3}
 Resposta: O resto da divisão de 17 por 6 é 5, portanto 17 5.
 - 4 2 ; 6 0 ; 7 1 ; 10 4 .Temos então o conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5}. O
 conjunto é um conjunto completo de restos módulo 6.
 Resposta: são conjuntos completos os indicados nas letras (b) e (c)
 21 – Achar um sistema completo de restos {p1, p2, ... p7} módulo 7, tal que todo pi
 é primo.
 Solução: Tomando p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 , p4 = 7 0. Estes são imediatos. Faltam
 os primos congruentes a 4 e 6.
 Devemos escolher um múltiplo de 7 somado a 4 e um múltiplo de 7 somado a 6 e
 um múltiplo de 7 que somado a 1 que resultem em primos.
 Para 4 temos: p5 = 11 4 (mod 7)
 Para 6 temos: p6 = 13 6 (mod. 7)
 Para 1 temos: p7 = 28 = 7.4 + 1 1
 Portanto, um sistema de restos módulo 7, formado por primos é {2, 3, 5, 7, 11, 13, 28}.
 22 – Achar um sistema completo de restos módulo 7 formado só de múltiplos não
 negativos de 4.
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Solução:- Inicialmente devemos ter 4x = 7y + 1 4x – 7y = 1. Uma solução
 inteira para essa equação é x = 9 e y =5.
 Assim, basta tomar os múltiplos de 4 a partir de 36.
 Temos então: P1 = 36 1 ; P2 = 40 5; P3 = 44 2
 ;P4 = 48 6 ; P5 = 52 3 ;P6 = 56 0 ;P7 = 60 4.
 Assim temos: { 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60}

Page 83
                        
                        

CAPÍTULO 10 - Questões 01 a 05
 01 – Resolver as equações modulares:
 Obs. Uma equação modular do tipo ax b (mod. m) é resolvida fazendo:
 (1) ax = km + r e b = k’m + r. r = ax – km = b – km ax – (k – k’)m = b
 ou ax – my = b.
 Se b for múltiplo do mdc(a, m) a equação terá solução. Caso contrário, não é possível encontrar x , tal que ax b (mod. m)
 (a) 2x 1 (mod. 17)
 Solução
 Equação correspondente: 2x – 17y = 1
 Solução particular: x = 9 e y = 1.
 Outras soluções: x = 9 + (-17/1)t = 9 – 17t x 9 (mod. 17)
 (b) 3x 1 (mod. 17)
 Solução
 Equação correspondente: 3x – 17y = 1 (1 solução)
 Solução particular x = 6 e y = 1
 Outras soluções: x = 6 + (-17/1)t = 6 – 17t x 6 (mod. 17)
 Resposta: x 6 (mod.17)
 (c) 3x 6 (mod. 18)
 Solução
 Equação correspondente: 3x – 18y = 6.
 Mdc(3, 18) = 3 (3 soluções)
 Solução particular x = 8 e y = 1.
 Outras soluções
 x = 8 + (-18/3)t = 8 – 6t = 2 + 6 – 6t = 2 + 6(1 – t) x 2 (mod. 6) x 2
 (mod.18) x 2 + 6 = 8 (mod.18) e x 8 + 6 = 14 (mod.18)
 Resposta: x 2, 8 ou 14 (mod.18)
 (d) 25x 15 (mod. 29)
 Solução:
 Equação correspondente: 25x – 29y = 15
 mdc(29, 25) = 1 (1 solução)
 29 = 25.1 + 4
 25 = 4.6 + 1 1 = 25 – 4.6 = 25 – (29 – 25.1).6 = 25.7 – 29.6 x = 7 e y = 6
 Outras soluções x = 7 – (29/1)t = 7 – 29t x 7 (mod.29)
 Resposta: x 7 (mod. 29)
 (e) 5x 2 (mod. 26)
 Solução
 Equação correspondente: 5x – 26y = 2
 mdc(5, 26) = 1 (1 solução)
 Solução particular x = -10 e y = -2
 Outras soluções x = - 10 + (-26/1)t = -10 – 26t x - 10 -10 + 26 = 16.
 Resposta:- x 16 (mod.26)
 (f) 6x 15 (mod.21)
 Solução:-
 Equação correspondente: 6x – 21y = 15
 mdc(6, 21) = 3 (3 soluções)
 Solução particular x = -1 e y = -1
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Outras soluções: x = -1 + (-21/3)t = -1 – 7t x -1 (mod.7) x - 1 -1 + 7
 = 6, x 6 + 7 = 13 e x 13 + 7 = 20 (mod.21) Observe que foram somados 7
 unidades a cada uma dos valores para x até atingir o maior inteiro possível, menor
 que 21. Resposta:- x 6, 13 e 20 (mod.21)
 (g) 36x 8 (mod.102)
 Solução:
 Equação correspondente: 36x – 102y = 8
 mdc(36, 102) = 6. Como 8 não é múltiplo de 6, a equação não tem solução.
 (h) 34x 60 (mod.98)
 Solução:
 Equação correspondente: 34x – 98y = 60
 mdc(34, 98) = 2 (2 soluções)
 Como não foi possível encontrar uma solução imediata, utilizemos o processo
 comum.
 98 = 34.2 + 30 ;34 = 30.1 + 4 ; 30 = 4.7 + 2
 2 = 30 – 4.7 = 30 – (34 – 30.1).7 = 30.8 – 34.7 = (98 – 34.2).8 – 34.7 = 98.8 –
 34(23) = 34(-23) – 98(-8)
 60 = 30.2 = 34(-23.30) – 98(-8.30) = 34(-690) – 98(-180)
 Solução particular: x = -690 + (-98/2)t = -690 – 49t.
 O menor valor positivo de x é x = -690 + 735 = 45 x 45 (mod.49) x 45 e
 x 45 + 49 = 94 (mod.98)
 Resposta: x 45 e 94 mod(98)
 (i) 8x 16 (mod.12)
 Solução:
 Equação correspondente: 8x – 12y = 16
 mdc(8, 12) = 4 (4 soluções)
 Solução particular x = -1 e y = -2
 Demais soluções x = -1 + (-12/4)t = -1 – 3t x -1 -1 + 3 = 2 (mod.3) x
 2, x 2 + 3 = 5, x 5 + 3 = 8 e x 8 + 3 = 11 (mod. 12)
 Resposta; x 2, 5, 8, e 11 (mod. 12)
 (j) 14x 36 (mod. 48)
 Solução:
 Equação correspondente: 14x – 48y = 36
 mdc(14, 48) = 2 (2 soluções)
 Solução particular x = 6 e y = 1
 Outras soluções x = 6 + (-48/2)t = 6 – 24 t x 6 (mod.24) x 6, x 6 + 24
 = 30 (mod. 48) Resposta: x 6 ou 30 (mod.48)
 2 – Resolver por congruência as seguintes equações diofantinas lineares;
 (a) 4x + 51y = 9
 Solução:
 Mdc(4, 51) = 1
 4x 9 (mod.51). Como 4 | 9 e 9 + 51 = 60 9 (mod. 51) podemos fazer:
 4x 60 x 15 (mod. 51)
 Tomando x = 15, obtém-se 4.15 + 51y = 9 y = (9 – 60)/51 = -1.
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Soluções gerais x = 15 + (51/1)t = 15 + 51t y = -1 – (4/1)t = -1 – 4t.
 Resposta: x = 15 + 51t e y = -1 – 4t.
 Poderíamos também tomar
 51y 9 (mod.4) . Como 51 = 4.12 + 3 3 (mod. 4)
 Assim, 51y 3y 9 y 3 (mod. 4)
 Tomando y = 3, teremos 4x + 51.3 = 9 x = (9 – 51.3)/4 = -144/4 = - 36.
 Neste caso as soluções seriam: x = -36 + (51/1)t = -36 + 51t e y = 3 – (4/1)t =
 3 – 4t.
 (b) 12x + 25y = 331
 Solução:
 Mdc(12, 25) = 1
 12x 331 (mod.25) . Como 331 = 25.13 + 6, 331 6 (mod.25).
 Procurando um múltiplo de 12 que seja congruente com 6 mod(25) encontraremos
 25.6 + 6 = 156.
 Portanto, 12x 156 (mod. 25) x 13 (mod. 25)
 Fazendo x = 13, teremos y = (331 – 12.13)/25 = 175/25 = 7.
 A solução geral será: x = 13 + (25/1)t = 13 + 25t e y = 7 – (12/1)t = 7 – 12t.
 Todos os demais itens são resolvidos por processo semelhante. Para evitar a
 repetição daremos apenas as respostas dos outros itens.
 (c) 5x – 53y = 17 Resposta: x = 14 - 53t y = 1 - 5t
 (d) 7x + 6y = 9 Resposta: x = 3 + 6t y = - 2 – 7t
 (e) 11x + 27y = 4 Resposta: x = 20 + 27t y = -8 – 11t
 (f) 75x – 131y = 6 Resposta: x = 42 - 131t y = 24 - 75t
 (g) 39x + 26y = 104 Resposta: x = 2t y = 37 + 61t
 (h) 61x – 11y = 81 Resposta: x = 8 - 11t y = 37 - 61t
 (i) 65x + 77y = 200 Resposta: x = 9 + 77t y = -5 – 65t
 (j) 51x + 85y = 1037 Resposta: x = 2 + 5t y = 11 – 3t
 As resposta para as equações do tipo ax – by = m apresentas no livro estão todas
 erradas pois o autor resolveu tais equações aplicando x = x0 + (b/d)t e y = yo +
 (a/d)t onde d = mdc(a, b).
 Isto não leva a uma resposta válida.
 A solução correta é x = xo + (-b/d)t e y = yo – (a/d)t.
 3 – Determinar o número de soluções de cada uma das seguintes congruências
 lineares:
 Informações: Se a equações ax b (mod.m) tiver solução, o número de soluções é
 igual a mdc(a, m). Para que a equação tenha solução b deve ser múltiplo do mdc(a, m).
 (a) 3x 6 (mod. 15)
 Solução
 Mdc(3, 15) = 3. Como 6 é múltiplo de 3, a equação tem duas soluções.
 (b) 4x 8 (mod. 15)
 Mdc(4, 15) = 1. 8 é múltiplo de 1. Portanto, a equação tem 1 solução.
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(c) 5x 10 (mod.15)
 mdc(5, 15) = 5. Como 10 é múltiplo de 5, a equação tem 2 soluções.
 (d) 6x = 11 (mod. 15)
 mdc(6, 15) = 3. Como 11 não é múltiplo de 3, a equação não tem solução.
 4 – Determinar o número de soluções que pode ter uma congruência linear cujo
 módulo é 20.
 Solução: Seja mdc(a, 20) = d. O mdc de 20 é um divisor de 20. Portanto, a
 equação poderá ter 1, 2, 4, 5, 10 ou 20 soluções pois estes são os divisores de 20. Resposta:{1, 2,4, 5, 10, 20}
 5 – Demonstrar que se d = mdc(a, m) e se d | b, então as congruências lineares ax
 b (mod.m) e (a/d)x (b/d) (mod.m/d) têm precisamente as mesma soluções.
 Solução: Temos: ax b (mod. m) ax – my = b (a/d)x – (m/d)y = (b/d)
 (a/d)x (b/d) (mod.(m/d). Portanto, as duas equações são equivalentes. O que
 leva a concluir que têm as mesmas soluções. Cqd.
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